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Questao 01) Considere duas fun¢des y = g(u) e u = f(x) derivaveis.

(a) Discuta quando & possivel calcular a composi¢do (go f)(x) e como pode ser calculada

a derivada dessa composicio.

Observacdo: Explique sua resposta, mas ndo é necessario demonstrar o resultado

usando a definicdo de derivada.

x cos(2x)

(b) Calcule a derivada de y = e , explicando didaticamente cada passo.

(c) Seja y = f(x) uma fungdo definida em um intervalo aberto (a,b). Suponhamos que
f(x) admita uma funcdo inversa x = f~1(y). Considere que f e f~! sdo derivaveis.

Determine uma férmula para calcular a derivada da funcdo inversa f 1.

Observacdo: Explique sua resposta, mas ndo é necessario demonstrar o resultado

usando a definicdo de derivada.

Gabarito 01)

Tépico da ementa: Derivada.

Referéncia:

1. FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. Calculo A: funcdes, limite,
derivacdo e integracdo. 6.ed. rev. e ampl. Sdo Paulo: Prentice-Hall do Brasil, c2007.

2. STEWART, James. Calculo. Volumes 1. Sado Paulo: Cengage Learning, 2014.

(a) Se¢do 4.13 da Referéncia 1 ou 3.4 da Referéncia 2.

O candidato deve relacionar a imagem de f com o dominio da g, e enunciar a Regra

da Cadeia.

4.13 Derivada de Funcdo Composta

Consideremos duas fungdes derivaveis fe g onde y = g(u) e u = f(x).

Para todo x tal que f(x) estd no dominio de g, podemos escrever y = g(u) = g[f(x)], isto €, podemos considerar a
fun¢do composta (g, f) (x).

Por exemplo, uma fungio tal como y = (x> + 5x + 2) pode ser vista como a composta das fungdes y = u' = glu)
eu=x>+5x+2=f(x).

A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos d4 a derivada da fun¢do composta g, f em termos das derivadas
de feg.

4.13.1 Proposicdo (Regra da cadeia) Sey = g(u) e u = f(x) e as derivadas dy/du e du/dx existem, entdo a
fungdo composta y = g[f(x)] tem derivada que € dada por:

dy dy dik s s
i de 2 MY () =8 ().

O> PA4g. 01 de 10 - Documento assinado digitalmente. Para conferéncia, acesse o site https://portal.sgpe.sea.sc.gov.br/portal-externo e informe o processo UDESC 00001714/2024 e o cédigo 41N1IM7WB.



@) UDESC
UNIVERSIDADE

‘ DO ESTADO DE
SANTA CATARINA

(b) Usando a regra da cadeia e a regra da derivada do produto:

J(z) = (rcoqw)’
(
(1
(

zcos(2x)

cos(2x))’
-cos(2z) + x - (—sen(2x) - 2))
cos(2x) — 2z sen(2z))

zcos(2x)

xcos(2x)

(c) Segdo 4.14 da Referéncia 1 ou 3.5 da Referéncia 2 (Exercicio 77).

O candidato deve usar a Regra da Cadeira e a equacdo (f 'o f)(x) = x para mostrar

que
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Questao 02)

(a) Discuta como & possivel usar as derivadas de uma fun¢do y = f(x) para determinar

os pontos de maximo e minimo (relativos) dessa fung3o.

(b) Encontrar a, b, ¢ e d tal que a fungio f(z) = 2ax® + bx? — cx + d tenha pontos
criticosem x = 0 e x = 1. Se a > 0, qual deles é ponto de maximo, qual deles é

ponto de minimo?

Gabarito 02)
Tépico da ementa: Aplicacdes da derivada.
Referéncia: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. Calculo A: funcdes,

limite, derivacdo e integracdo. 6.ed. rev. e ampl. Sdo Paulo: Prentice-Hall do Brasil,

c2007.

(a) Se¢des de 5.4 a 5.9 da Referéncia, em especial, Proposicdo 5.4.4 e Teoremas 5.7.1,
5.7.3.

(b) Exercicio 12, segdo 5.10 da Referéncia.

f(x)=2ax’ +bx’ —cx+d

f(x)=6ax"+2bx—c 6a+2b—c=0 = 6a+2b=0

6ax* +2bx—c=0 3a+b=0

x, =0 3a=-b

x, =1 a:__b
%)

Substituindo x =0, vem :
f (x)=12ax+2b

smeel) = i) £7(0) = 2b
Substituindo x =1, vem f()=12a+2b

00 P4g. 03 de 10 - Documento assinado digitalmente. Para conferéncia, acesse o site https://portal.sgpe.sea.sc.gov.br/portal-externo e informe o processo UDESC 00001714/2024 e o cédigo 41INIM7WB.



@) UDESC
UNIVERSIDADE

‘ DO ESTADO DE
SANTA CATARINA

Ainda podemos ter:

d = qualquer real
c=0

a = qualquer real
b=-3a

Entdosea >0: f7(0)=2b =2 (-3a)=—6a
" (h=12a+2 (3a)
=12a —6a =6a

a>0 = 0¢épontodemiximoel ¢ ponto de minimo.
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Questdo 03) Considere a fungdo y = In(1 — z).

(a) Determine o dominio da fung¢&o;

(b) Explique e esboce o grafico da funcio;

(c) Calcule /ln(l — z) dx, explicando didaticamente cada passo;

0
(d) Calcule /ln(l — ) dx e interprete geometricamente o resultado.
-2
Observacdo: Use In(2) =~ 0,7 e In(3) =~ 1,1, se necessario.

Gabarito 03)

Topico da ementa: Funcdes. Técnicas de integracdo. Integral definida.

Referéncia: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. Calculo A: funcdes,

limite, derivagdo e integracdo. 6.ed. rev. e ampl. Sdo Paulo: Prentice-Hall do Brasil,

c2007.
(a) Dom(y) ={reR; x <1}

(b) Baseado no grafico de y = In(x) é possivel esbocar o grafico de y = In(1 — z).
2
) = In(l —x
fl@) = m(l—a)
1

0.5

-25 -2 -15 -1 -050 0.5 1

-0.5

-1.5

(c) Exercicio 2, se¢do 6.6 da Referéncia 1

=
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jln(l — x)dx

u=h(l-x) = d.u:_—ldx
I-x

dv=dx = v=x

~1
I=In(1—x)x—[x——dx
n( x)x le_x
1=x1n(1—x)+j[—1+Lde
1—x

I=xIn(l-x)-x-In(1-x)+¢
[=(x=1)In(l-x)-x+c¢

—2

2 0
/ln(l—:r:)d:z: = (z—1)In(l —z) —x
-

= [(=1) In(1)] = [(=3) In(3) + 2]

= 3In(3) — 2
~ 3,3—2
~ 1,3
) = In(l — x
f@) = m(l-2)
\ 1
0.5
area = 1.3

-25 -2 -15 -1 -050 0.5 1

-0.5
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Questao 04)

(a) Explique o que sdo operacdes elementares com as linhas de uma matriz e como essas

operacdes podem ser usadas para resolver um sistema de equacdes lineares Ax = b,
com A e R"™"ebeR"

r4+y+2z=9

(b) Resolva o sistema ¢ 2224+ 4y — 32 =1  pelo método descrito no item (a).
3r+ 6y —5Hz=0

(c) Dado um sistema linear Az = b, com A € R e b € R", discuta a relacdo entre
o determinante da matriz A, o subespaco gerado pelas colunas de A e a solugdo (ou

ndo) do sistema linear Az = b.

Gabarito 04)

Topico da ementa: Determinantes e Sistemas de Equagéo Lineares

Referéncia: ANTON, Howard: RORRES, Chris. Algebra linear com aplicacses. 10.ed.
Porto Alegre: Bookman, 2012. 788 p.

(a) Secéo 1.1 da Referéncia.

O método basico de resolver um sistema de equacoes lineares € efetuar operacoes
algébricas no sistema que nao alterem seu conjunto de solugoes e que produzam uma su-
cessao de sistemas cada vez mais simples, até alcancar um ponto em que se possa decidir
se o sistema € consistente e, se for, quais sdo suas solugoes. As operagdes tipicas sdo as
seguintes.

1. Multiplicar uma equacdo inteira por uma constante nao nula.

2. Trocar duas equagoes entre si.

3. Somar uma constante vezes uma equacao a uma outra equagao.
Como as linhas (horizontais) de uma matriz aumentada correspondem as equagdes no
sistema associado, essas trés operacoes correspondem as seguintes operac¢des nas linhas
da matriz aumentada.

1. Multiplicar uma linha inteira por uma constante nao nula.

2. Trocar duas linhas entre si.

3. Somar uma constante vezes uma linha a uma outra linha.

=
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Essas operagdes sdo denominadas operagdes elementares com linhas de uma matriz.
No exemplo seguinte, ilustramos como usar as operacdes elementares com as linhas
de uma matriz aumentada para resolver sistemas de equagdes lineares em trés incognitas.

(b) Secéao 1.1 da Referéncia.

» EXEMPLO 6

Usando operacoes elementares com linhas

Na coluna da esquerda, resolvemos um sistema de equacoes lineares operando nas equa-
¢oes do sistema e, na coluna da direita, resolvemos o mesmo sistema operando nas linhas

da matriz aumentada.
x4+ y+2z=9
2x +4y — 3z =
3x + 6y —5z2=0

Somamos —2 vezes a primeira equagao a se-
gunda para obter

x+ y+2z= 9
2y — Tz = —17
3x+6y—5z= 0

Somamos —3 vezes a primeira equacio a ter-
ceira para obter
x+ y+ 2z= 9
2y — T7z=-17
3y — 11z =-=-27

Multiplicamos a segunda equagao por% para obter
x+ y+ 2z= 9

7 17

Yy— 32= 7737

3y — 11z = =27

Somamos —3 vezes a segunda equacio a tercei-
ra para obter

I+\r+2z:

7
Yy —=—353=-—
1
2

]

T2t

el —
A

Somamos —2 vezes a primeira linha a segunda
para obter

1 1 2 9

0o 2 -7 —17

3 6 =5 0

Somamos —3 vezes a primeira linha a terceira
para obter

1 1 2 9

0 2 -7 =17

0 3 —11 =27

Multiplicamos a segunda linha por % para obter

1 1 2 9

7 17
0 1 - -3

0 3 —11 =27

Somamos —3 vezes a segunda linha a terceira
para obter

12 9
7 17
I =5 =3
1 3
0 =3 =3

=
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Multiplicamos a terceira equaciao por —2 para
obter

x+y+2z= 9
7

Y A V)
24— T2

z= 3

Somamos —1 vez a segunda equacao a primeira
para obter

Multiplicamos a terceira linha por —2 para
obter

1 1 2 9

7 17
o 1 =3 =3
0 0 | 3

Somamos —1 vez a segunda linha a primeira
para obter

1. 35 11 35
¥oot3r= 3 L0 7 3
N A 7 17
Y= 22=73 I =7 -3
z= 3 0 1 3
Somamos —'—21 vezes a terceira equacao a pri-  Somamos —% vezes a terceira linha a primeira e

. 7 . -y
meira e 5 vezes a terceira equagao a segunda
para obter

7 . - .
5 Vezes a terceira equagao a segunda para obter
1 0 0 1

0 1 0 2
0 0 1 3

=
|
WM =

Asolucdox = 1,y = 2,z = 3 €, agora, evidente. <«
Acima, o sistema é resolvido pelo Método de Gauss-Jordan

O candidato também poderia transformar o sistema inicial em um sistema triangu-

r4+y+22=9
lar equivalente, por exemplo, ¢ 2y — 7z = —17 , e resolver por retrosubstituicdo
1., _ 3
T2F T T2

(Método da Eliminagdo de Gauss)

(c) Secdes 2.3, 4.7 e 4.8 da Referéncia.
Seja S = ger{ A1, Ao, ..

., Ap} € o subespago gerado pelas colunas de A, ent3o:
e Se det(A) # 0 entdo S = R" e o sistema é possivel /compativel /consistente e
determinado.

e Se det(A) = 0 entdo S C R" e o sistema & possivel /compativel e indeterminado

ou impossivel /incompativel, dependendo do lado direito b. A saber:

o Se b € S entdo o sistema é possivel /compativel /consistente e indeterminado.

o Se b ¢ S entdo o sistema é impossivel /incompativel /inconsistente.

=
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TEOREMA 2.3.3 Uma matriz quadrada A € invertivel se, e 50 se, det(A) # 0.

ay i -0ty X
ﬂ':| (le . ”l” .\-3
) il il X

nrl m2 mn ]

Segue da Formula (10) da Secédo 1.3 que se ¢, ¢,. .. ., ¢, denotam os vetores coluna de A,
entio o produto Ax pode ser expresso como uma combinacio linear desses vetores com
coeficientes de x, ou seja,

Ax=xgec +xe, +--- +xec i1)

hh

Assim, um sistema linear Ax = b de m equagdes em n incognitas pode ser escrito como

xe +xe,+--+xe =h (2)

M ]

do que podemos concluir que Ax = b € consistente se, e s0 se, b pode ser expresso como
uma combinagdo linear dos vetores coluna de A. Isso fornece o seguinte teorema.

TEOREMA 4.7.1  Um sistema AX = b de equacdes lineares é consistente se, € 56 se, b
ested no espago coluna de A.

TEOREMA 4.8.4 Afirmagoes equivalentes
Se A for uma matriz n X n, entdo as seguintes afinmacoes sdo equivalentes.
(a) Aé invertivel

(b) Ax = 0 tem somente a solugdo trivial.

(c) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I.

(d) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares.

() Ax = b € consistente com cada matriz b de tamanho n x 1.

() Ax = b tem exatamente uma solugdo com cada matriz b de tamanhon ¥ 1.
{(g) det(A) # 0.

(h) Osvetores coluna de A sdo linearmente independentes.

(i) Os vetores linha de A sdo linearmente independentes.

(j) Os vetores coluna de A geram R,

(k) Os vetores linha de A geram R".
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