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9788581632597 (broch.)
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Questdo 01) Com relacdo a Progressdo Aritmética (PA) e Progressdo Geométrica (PG), responda:

(a) Escreva a definicdo de PA, a férmula do termo geral e a férmula da soma dos n primeiros

termos de uma PA (n > 1 e razdo r # 1).

(b) Escreva a férmula do termo geral da PA {12,17,22,27,--- .92} e forneca o valor da soma dos
termos dados.

(c) Escreva a definicdo de PG, a férmula do termo geral e a férmula da soma dos n primeiros
termos de uma PG (n > 1).

(d) Em uma PG temos a4 + ag = 120 e a; + a9 = 960. Calcular o valor da razdo r e de a;.
Fornecer também os nove primeiros termos.

Gabarito 01)

(a) Conforme [2], Secdo 2.2, Exercicios 28, pagina 114.
Termo geral: a; = a, a, =a; + (n—1)d

28. Uma progressdo aritmética é uma sequéncia de termos com um termo inicial & tal que cada termo a seguir € obtido
somando-se uma mesma parcela d ao termo anterior. Prove a férmula para a soma dos n primeiros termos de uma
progressdo aritmética (n = 1):

a+(a+d)+(a+2d)+---+{a+(n—l)d]=g[2a+(n—l)d]

(b) Conforme [2], Secdo 2.2, Exercicios 29 (d), pagina 114.
a,=12+(n—-15 e ay=12+16-5=92 e soma= (12+92)L =884

(c) Conforme [2], Se¢do 2.2, Exercicios 27, pagina 114,

Termo geral: a; = a, a, = a; r™!

27. Uma progressdo geométrica é uma sequéncia de termos com um termo inicial @ tal que cada termo a seguir € obtido
multiplicando-se o termo anterior por uma mesma razdo r. Prove a férmula para a soma dos » primeiros termos de
uma progressao geométrica (» > 1) com razdo r+ 1.

a—ar

atar+af+---+a"l= ;
=
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n—1

(d) Sabemos que o termo geral de uma progressdo geométrica é dado por a, = a;y - r

Usando as informag¢des do enunciado e a férmula do termpo geral temos:

120 = ag+ag=ar® +ayr’ = a;r®(1+1r?)

960 = ay+ag=ayr® +a;r® = ar®(1 4 r?)

Dividindo as equacdes acima temos:

arr®(1+7%) 960

3
ar3(1+72) 120 " '

Para ay, substituimos r = 2 em 120 = a;73(1 + r?), obtendo a; = 3.

Os nove primeiros termos sdo: 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384 e 768.

Questdo 02) Resolva os itens abaixo, explicando a sua resolucdo e citando os tépicos da Analise
Combinatéria usados.

(@) Uma classe tem 10 estudantes com 6 homens e 4 mulheres. Encontre o nimero de maneiras
para selecionar um comité com:

(i) 4 membros entre os estudantes, independente do sexo.
(i) 4 membros, com 2 homens e 2 mulheres.

(iii) um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro, independente do sexo.

(b) Encontre o nimero de anagramas que podem ser formados com as letras da palavra “FAN-
FARRA".

(c) Encontre o namero de estudantes em uma faculdade, estudando pelo menos um dos idiomas

francés, alem3o ou russo, dadas as seguintes informacdes:

e 65 estudam francés, 45 estudam alem3o, 42 estudam russo;
e 20 estudam francés e alem3o, 25 estudam francés e russo, 15 estudam alem3o e russo;

e 8 estudam as trés linguas.

Gabarito 02)

(a) Conforme [1], Problema Resolvido 5.16, pagina 97 (Permutacdo e Combinacio)
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5.16 Uma classe tem 10 estudantes com 6 homens e 4 mulheres. Encontre o nimero n de maneiras para:
(a) Selecionar um comité de 4 membros entre os estudantes.
(b) Selecionar um comité de 4 membros com 2 homens e 2 mulheres.

(¢) Eleger um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro.

(a) Isso se refere a combinagdes e ndo a permutagdes, pois a ordem nio € relevante em uma comissio. Ha “10 escolhem
4" de tais comités. Ou seja:

=210

10 10-9-8-7
n=0C(l10, 4) =

4) 7 4.3.2-1

(b) Os dois homens podem ser escolhidos a partir dos seis homens de C(6, 2) maneiras, e as duas mulheres podem ser
escolhidas a partir das quatro mulheres de C(4, 2) maneiras. Assim, pela Regra do Produto:

6\ /4 6-5 4-3
n= = — - —— =15(6) =90
2/\2 2.1 -1

(c) Isso se refere a permutacdes e nao a combinagdes, pois a ordem € relevante. Logo,

(]

P(10,3) =10-9- 8 = 720.

(b) Conforme [1], analégo ao Exemplo 5.5, pagina 91 (Permutacdo com Repeti¢do). Com a palavra
|

By , gl
FANFARRA" obtemos S 1680 anagramas.

(c) Conforme [1], Exemplo 5.11, pagina 97 (Principio da Inclusdo-Exclusdo)

Exemplo 5.11 Encontre o nimero de alunos de matemética, em uma faculdade, estudando pelo menos um dos
idiomas francés, alemao e russo, dadas as seguintes informacdes:

65 estudam francés, 20 estudam francés e alemao,

45 estudam alemdo, 25 estudam francés e russo, 8 estudam as trés linguas.

42 estudam russo, 15 estudam alemao e russo.
Queremos encontrar n(F U G U R), onde F, G e R denotam os conjuntos de alunos estudando francés, eleméo e
russo, respectivamente.

Pelo Principio de Inclusao-Exclusao,

nNFUGUR)=n(F)+n(G)+nR)—n(FNG)—n(FNR)—n(GNR)+n(FNGNR)
=654+454+42-20—-25—-1548=100

Questdo 03) Considerando a teoria de Relacdes, responda:

(a) Para as relacdes R e S dada abaixo, determine a relacdo Ro S.
R = {(17 b)v (2’ a’>= (27 C>} e S= {(a’v y>7 (bv CL‘), (Cv y)7 (C, Z)}

(b) Considere as quatro relacdes a seguir sobre o conjunto A = {1,2,3}:

A x A = relacdo universal
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Justificando, determine se cada uma das relacdes acima sobre A é

(i) reflexiva; (ii) simétrica; (i) transitiva; (iv) antissimétrica.

Gabarito 03)

(a) Conforme [1], Problema Resolvido 2.5, pagina 34.
RoS={(1,2),(2,y),(2 2)}

(b) Conforme [1], Problema Resolvido 2.9, pagina 36.

2.9 Considere as cinco relagdes a seguir sobre o conjunto A = {1, 2, 3}:

R=1{(1,1),(1,2),(1,3), 3,3)}, () = relagdo vazia
S={(, 1)1,2),(2,1)2,2),(3,3)}, A x A= relacdo universal
T={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3)}

Determine se cada uma das relagdes acima sobre A €: (a) reflexiva; (b) simétrica; (c) transitiva; (d) antissi-

métrica.

(a) R nao € reflexiva, uma vez que 2 € A, mas (2, 2) & R. T ndo € reflexiva, pois (3. 3) ¢ T e, analogamente, ¥ ndo é
reflexiva. S e A x A sio reflexivas.

(b) R nao € simétrica, uma vez que (1, 2) € R, mas (2, 1) € R, e, analogamente, 7 ndo € simétrica. S, ¥, e A x A sdo
simétricas.

(c) T nao € transitiva, uma vez que (1, 2) e (2, 3) pertencem a 7, mas (1, 3) ndo pertence. As outras quatro relacoes sao
transitivas.

(d) S nao € antissimétrica, uma vez que | # 2 e (1,2)e (2, 1) pertencem a S. Analogamente, A x A ndo € antissimétrica.
As outras trés relacoes sdo antissimétricas.

Questao 04)

(a) Escreva a definicdo da relacdo de congruéncia médulo m (m inteiro positivo) entre dois nimeros

inteiros a e b.
(b) Em cada um dos itens abaixo, determine o valor de b:

(i) 13 =5 (mod 2)
(i) =97 =0 (mod 11)

(c) Demonstre o seguinte teorema: Considere m como um nlmero inteiro positivo. Se a = b

(mod m) e ¢ =d (mod m), entdo

a+c=b+d (modm) e ac=bd (modm).

Gabarito 04)

[
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(a) Conforme [3], secdo 3.4, paginas 201 a 203 (Definicdo 3)

Se a e b forem niimeros inteiros e m for um nimero inteiro positivo, entdo a é congruente a b
modulo m se m divide a — b. Usamos a notac¢do a = b (mod m) para indicar que a € congruen-
te a b modulo m. Se a e b ndo forem congruentes modulo m, escrevemos a = b (mod m).

(b) (i) 1pois13—1=12=4.3
(ii) 2 pois —97 —2=—99 = —9-11

(c) Conforme [3], secdo 3.4, paginas 201 a 203 (Teorema 5)

Considere m como um nimero inteiro positivo. Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo
a+ ¢ = b+ d(mod m) e ac = bd (mod m).

Demonstra¢cdo: Como a = b (mod. m) e ¢ = d (mod. m), hd nimeros inteiros s e tcom b =a+
smed=c+ tm. Assim,

b+d=(a+sm)+ (c+tm)=(a+c)+m(s+1)

bd = (a + sm)(c + tm) = ac + m(at + cs + stm).
Assim,

a+c=b+d(modm) e ac=bd(modm). 4

Questao 05)

(a) Explique com as suas palavras (ou escreva a definicdo formal) do Primeiro Principio de Inducéo
Finita.

(b) Usando o Primeiro Principio de Induc&o Finita, prove de que a soma dos primeiros n nimeros

impares é n?.

(c) Usando o Primeiro Principio de Induc&o Finita, prove a seguinte proposicdo:

Para todon > 0vale P(n) : 1 +2+22 42+ ... 42" =27+t — 1,

Gabarito 05)

(a) Conforme [1], Secdo 1.8, pagina 12.

Principio de Indugcdao Matematica I: Seja P uma proposicio definida sobre os inteiros positivos N; isto &, P(n) é
verdadeira ou falsa para cada n € N. Suponha que P tem as duas propriedades a seguir:

(i) P(1)é verdadeira.
(ii) P(k + 1) € verdadeira sempre que P(k) for verdadeira.

Entdo P € verdadeira para todo inteiro positivo n € N.

[
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(b) Conforme [1], Exemplo 1.13, pagina 12.

Exemplo 1.13 Seja P a proposi¢ao de que a soma dos primeiros n nimeros impares ¢ n?%; ou seja,

Pm): 1 +3+5+---+Q2n—1)=n?

(O k-ésimo niimero fmpar € 2k — 1, e o préximo nimero impar € 2k + 1.) Observe que P(n) € verdadeira paran = 1;
a saber,

P(1):1=12
Assumindo que P(k) ¢ verdadeira, adicionamos 2k 4+ 1 a ambos os lados, obtendo
143454+ +QCk—D+Qk+ D =k*+Qk+ 1) =(k+ 1)?
o que € P(k 4+ 1). Em outras palavras, P(k + 1) € verdadeira quando P(k) € verdadeira. Pelo Principio de Inducio

Matematica, P € verdadeira para todo n.

(c) Conforme [1], Problema Resolvido 1.25, pagina 18.

1.25 Prove a seguinte proposicao (para n > 0):

P(n):l+2+22+23+...+2H:2n+l_1

P(0) € verdadeira, uma vez que 1 = 2! — 1. Assumindo que P(k) € verdadeira, somamos 2k+1 3 ambos os lados de P(k),
obtendo

I 4+24+22 423 4.2k g okl okl _ gy okl _pok+ly _ | —0k+2 _

que resultaem P(k + 1). Isto é, P(k + 1) é verdadeira se P(k) € verdadeira. Pelo Principio de Inducio, P(n) € verdadeira
para todo n.

=
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