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PROVA ESCRITA — PADRAO DE GABARITO

1) Considere o problema de valor inicial (PVI):

dt

y(

“dt

(d?y
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+4y =t°e*t, teR;
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0)=1 (01)

d—y(O) =1

a) (20% da questdo) Use Transformadas de Laplace para encontrar uma solugdo analitica para o PVI

(01).
b) (40% da questdo) Obtenha
Kutta de primeira ordem) para

a partir da expansdo em série de Taylor, o método de Euler (ou Runge-
2 - - ay IR
a aproximacdo da solugdo do problema e f(x,y), com valor inicial

v(xo) = ¥, . Extenda o resultado para o método de Runge-Kutta de segunda ordem e faga uma

interpretacdo geométrica para
segunda ordem). Discuta tamb
¢) (20% da questdo) Apresent

cada uma das duas situagdes expostas (Runge-Kutta de primeira e de
ém o erro de truncamento resultante de cada um desses métodos.
e o procedimento do método de Runge-Kutta de quarta ordem para o

problema dado no item anterior e estenda o resultado para a solugdo de um PVI de segunda ordem.
d) (20% da questdo) Desenvolva um algoritmo para a solugfio aproximada do PVI (01) no intervalo

[0, 1], usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Gabarito:

a) Seja Y (s) = L{y(t}, a transformada de Laplace (TL) da fungéo y.
2
Aplicando a TL na equagio ZTZ + 4y = t?e?¢, temos:

d?y 3 ,
g {W} +4L{y) = L{t2e?t)

s2Y(s) — sy(0) —y'(0) + 4Y(s) =

(s —2)°

2
—‘(3_2)3+S+1
P} = 4 s5+1
VT -2+ 4) (524 4)
i 1 1 2 s
+ 31
S

— -4 4
32[5—2 G-22 Y- T sty
Aplicando a transformada inversa, segue que:

[s2 +4]Y(s) =

¥(s) = +17

s?+4

1
W) =5 [e2t — 4¢% + 4t2e?" + 31cos(2t) + 17sen(2t)]

Pauta de correcio:

e Aplicar corretamente as transformadas de Laplace: 30%

parciais: 30%

Resolver a equacfio algébrica no “espaco transformado”, obtendo corretamente as fragdes

Aplicar corretamente as transformadas inversas e obter a solu¢do final do PVI: 40%
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b) Seja y = y(x) uma fungfio com derivadas continuas em um intervalo aberto que contém os
nimeros reais a e x. Entéo a expansﬁo de Taylor de y(x) em torno de a € dada por:

2 3
y(@) = y(@) +'(@)= +3f”(a)( ) y"'(a )( )
—a)k ' b.1
+y(k)(a)%+--- Gl
Pelo Teorema de Taylor, dado k € N, existe ¢ € [a, x] tal que:
y(x) = P(x) + R (x) (b.2)
onde
- —a)k b.3
P = 3@ 4y @ % 4ty @) E )
e
N ik (b:4)
Ri(x) = y* )(C)m-

Py, é chamado de polindmio de Taylor e Ry, de resto ou erro de truncamento da série.
Note que se tomarmos M = <:ré'x[gtx]{y("‘“) (-f)}, entdo
X

(x—
(k+1)'

Rk(X) <M

tende a zero.
Para aproximar a solugdo y(x) de um PVI, em um intervalo [a, f], particionado em N subintervalos
de comprimento h = BN;“, se considerarmos k = 1 em (b.2), temos:

y(x) = Py(x) + Ry (x) = Py (x).
Dessa forma, ao aproximarmos a solug¢do y(x) = P;(x), temos um erro de truncamento R;(x). A
aproximagfo y(x) = P;(x) nos leva a:

y(x) = y(a) +y'(a)h

Tomando a = x, e X = X,,41 = X, + h, edenotando y(x,) = y,. e considerando que ¥ (x) =
f(x,y), segue que

, 0 que implica em considerar que quando x tende a a, o erro de truncamento

YXn41) = Ynor = Yo + b f(n, 1), (b.5)
que consiste no método de Euler (ou Runge-Kutta de primeira ordem).

Note que o erro de truncamento local (em cada interagdo) ¢ dado por:
M
R(x) < > h? = 0(h?).

Considerando o erro acumulado em cada um dos N subintervalos, temos o erro global na ordem
0O(h"), o que caracteriza 0 método como de primeira ordem do ponto de vista do erro global £ de

. —& . r i =
truncamento, pois, sendo N = BT’ exite um numero real positivo M, tal que:

M _
ESE h? = Mh = 0(h).

A exemplo do caso anterior, a aproximagdo

1
Vaot = Ya S HF Geps 9+ f o3y + 1 (515 7))

satisfaz o polindmio de Taylor de segunda ordem (P,), sendo o erro de truncamento local (de forma

andloga) de ordem 0(h®) e o global de ordem 0 (h?). Note que a expressdo (b.6) pode ser escrita da
forma:

(b.6)
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y(xn+1) =Yn+1 = Yn t E [k1 + kz], com (b.7)
ki = hf (Xn, Yn)
Ky = hf (Xns1, Y + K1)

Observe que tanto em (b.5) como em (b.7), conhecendo a condigfo inicial, y(x,) = y,, podemos
obter o valor de y, e assim sucessivamente os demais valores y,,n = 1,2, ..., N.

Do ponto de vista geométrico, o0 método de Euler (ou Runge-Kutta de primeira ordem) consiste em
obter a reta tangente a curva ¥y = y(x) no ponto conhecido Py(xg, Vo). Note que o coeficiente angular

dessa reta tangente ¢ dado por 3—1(960) = f(x0,Y0). A aproximacdo y; € obtida, calculando-se a
ordenada do ponto P; sobre esta reta que tenha abscissa x;. Na segunda iteragdo, obtém-se a reta
passando por P; com coeficiente angular Z—i (x1) = f(x4,y1) e assim sucessivamente, até¢ chegar no
N — ésimo ponto, conforme ilustrado na Fig. 1.

Fig. 01: Esqﬁema da interpretagio geométrica do método de Euler

Ja o método de Runge-Kutta de segunda ordem consiste em um melhoramento do método de Euler e
¢ obtido ao realizar uma corregfo na inclinagdo em um ponto intermediario de forma que (no caso do
Runge-Kutta classico de segunda ordem, esse ponto € obtido com abcissa igual ao valor médio de x,,
€ Xn+1), conforme mostrado na Fig. 2.
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Fig. 02: Esquema da interpretagdo geométrica do método de Runge-Kutta classico de segunda ordem.

Pauta de correcio:

e Desenvolvimento correto da série de Taylor e obteng@o do método de Euler pelo seu truncamento:
25%:

¢ Extenso do resultado para o método de Runge-Kutta de segunda ordem: 15%;

e Analise do erro de truncamento local e global do método de Euler a partir do resto no truncamento
da série de Taylor: 15%;

e Andlise do erro de truncamento local e global do método de Runge-Kutta de segunda ordem:
15%:

e Interpretagdo geométrica do método de Euler:15%;
e [Interpretacio geométrica do método de Runge-Kutta de segunda ordem: 15%.
¢) O método de Runge-Kutta de quarta ordem pode ser escrito da forma:
1
Yn+1 = Yn + “é‘ [kl + 2k2 = 2k3 + k4_], com
ky = hf (xn, yn)

(c.1)

ok

iy = hf(xn o0 +7)
ho Kk

ks = hf(xn 5.9 +7)

k4 = hf(xn o+ h:yn %+ k3)
Para estender o método para um PVI de segunda ordem, consideremos o seguinte problema:

(Y =fxyy)

A J’(xo) =Yo (c.2)

\y' (%) = Uy

Fazendo a substitui¢do ¥y’ = u na equagdo diferencial do problema (c.2) temos um sistema de duas
equagdes de primeira ordem: '
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{;v’ =u (c.3)

u' = f(x,y,u)

Com condi¢des iniciais y(xg) = yo € u(x,) = uy. Assim, o método de Runge-
Kutta aplicado a este sistema fica: (c.4)

1
Yn+1 =Yn + g [my + 2my + 2m3 + my]

1
Upypq1 = Uy + g [kl + Zkz + 2k3+ k4,]

Onde
my; = hun kl = hf(xn’yn:un)
kl h mq kl
ma = h(un +5) o = hf (4 5300+ 5 +5)
kz h m;, kz ;
ms =t + ) s = A (3 + 50m + 5t + 5
my = h(u, + ks) ks = hf(x, + h,y, + mg,u, + k3)

Pauta de correcio:

e Apresentagio correta do método de Runge-Kutta de quarta ordem para o PVI de primeira ordem:
25%:

e Redug¢fo da equagdo de segunda ordem para um sistema de duas equagdes de primeira ordem,
aplicando corretamente as condigdes iniciais: 25%

e Descrigcdo correto do método de Runge-Kutta de quarta ordem para a resolucdo do sistema
equivalente ao PVI de segunda ordem: 50%

d) Considerando o problema de valor inicial (PVI) dado em (01), podemos escrever, usando a notagéo

dy '
— = Y'(@®:
y'" + 4y = t?e?, te[0,1]
(0)=1
4 @1
y(0 =1
Fazendo a substitui¢do y' = u, temos:
{ y'=u (c.3)
u' = —4y + t2e?

com y(0) =1eu(0) = 1.

Algoritmo: :
Defina o valor de N (nimero de partigdes do intervalo);

Calcule h = —]i;
N

Informe os valores de ¢y, yg € Up;
Paran =1 até N, calcule:
t, =ty +n*h;
my = h*up_q;
kl =h=x ('_4 *VYn-1 + (tn—l)z x* ez*tn_l);
my, = h* (un_l + %),

ky=h=* (—4 * (yn—l + %) + (tn—1 + g)z . ez*(t"‘”g));
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o= e (s +2)
mz )2 2*(1‘ +ﬂ)

o e (G 25 e+ D),

Mg = bt (g + kp);

ky=hx(—4%(p_q +mg) + (g +h)%+ 92*&“‘1+h});

Yn = Yn-1 +é*(m1 +2my + 2 % mg +my);

un:un_1+%*(k1+2*k2+2*k3+k4);

Fim.

Pauta de corregao:

e Escrever o PVI (01) na forma de um sistema de duas equagdes de primeira ordem, aplicando
corretamente as condi¢des iniciais: 30%

e Desenvolvimento de um algoritmo que consiga resolver o PVI (01) usando o método de Runge-
Kutta de quarta ordem: 70%.

Obs.: O gabarito apresenta de forma resumida discussdes minimas esperadas em cada item. No gabarito
aqui apresentado foi usada a abordagem apresentada em algumas das referéncias bibliograficas sugeridas.
Outras abordagens serdo consideradas, desde que respondam corretamente as questdes propostas.
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2) Considere a equagiio e~ %5% = x2

a) (20% da questfio) Esboce os graficos das duas fungdes associadas e aponte o numero de raizes da

equacdo.

b) (20% da questdo) Descreva geometricamente o procedimento de resolu¢do da equagéo usando os

métodos numéricos da bissec¢do, secante e Newton-Raphson.

¢) (30% da questdo) Aponte, justificando, estimativas e/ou intervalos iniciais adequados para

encontrar cada raiz da equacdo usando os métodos numéricos da bissecgdo, secante ¢ Newton-

Raphson.

d) (30% da questdo) Estime a(s) raiz(es) da equag@o com precisdo de uma casa decimal usando

qualquer método numérico.

Gabarito:
a) A equagdo tem duas raizes como pode ser observado pelos dois pontos de intersecgdo dos graficos
das duas fungdes: f(x) = e %** e g(x) = x2.

30

25

20

b) O método da bissec¢fo consiste na estimativa de um intervalo inicial que contém a raiz desejada
de uma dada fungfio. No caso, para se estimar o intervalo, deve-se usar a fungfo f(x) = e %°% — x?
e selecionar o intervalo (a,b) a partir de pontos a e b para os quais f(a)f(b) < 0. Em seguida, o
intervalo é dividido pela metade, sendo que as novas extremidades passam pelo mesmo teste. O
procedimento € repetido até que o intervalo fique tdo pequeno quanto a precisdo desejada. Trata-se
de um método cuja convergéncia para a solugdo da equagdo ¢ lenta. O método de Newton-Raphson,
consiste na obtengéo de uma estimativa inicial (x,) para a raiz da fun¢do através de andlise grafica ou
consideragdes sobre o problema considerado. Em seguida, um valor x, € estimado através da equagéo
X = Xg — f (xq)
f'(xo)
Nesta equagdo, x4 consiste no ponto no eixo das abscissas interceptado pela reta tangente a curva
f(x), a qual é originada no ponto x,. O procedimento é repetido sucessivamente até que se atinja a
precisdo desejada. Portanto, a expresséo geral da solugéo ¢ dada por:
f(xn)

Xn+1 = X _f;(x )
mn

'

Em geral, o método de Newton-Raphson converge bem mais rapidamente para a solucdo que o
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método da bissecgdo. O método da secante consiste no uso de uma sequéncia de raizes de linhas
secants para se aproximar o valor da raiz desejada. Nesse caso, sdo necessarias duas estimativas

iniciais e a equagdo iterativa usada €:
Xn = Xn-1

- f(xn) - f(xn—l) f(xn)

¢) Como observado nos graficos das func¢des associadas, a equagdo tem duas raizes, sendo uma

Xp+1 = Xp

positiva e uma negativa. Para a raiz negativa, observa-se que um intervalo adequado € (-2,-1) e para
araiz positiva, observa-se que um interval adequado ¢ (0,1). Para o método de Newton-Raphson, uma
estimativa inicial razoavel pode ser os valores médios dos intervalos apresentados e para o método
da secante, quaisquer dois valores localizados dentro dos dois intervalos séo apropriados.

d) Raiz negativa:

Usando o valor x5 = —1,5 e pelo método de Newton-Raphson:
el —2,25
=k g ey
Repetindo-se o calculo usando x; = —1,4, obtém-se o mesmo resultado. Portanto, -1.4 ¢ a
aproximagdo da raiz negativa com uma casa decimal de preciséo.
Usando o valor x, = 0,5 e pelo método de Newton-Raphson:
e %5 —0,25
X1 = 0,5— _0159_0.25 1 =0,9
e 04— 0,81
=09 18 *°

Ao se repetir o calculo, obtém-se o mesmo resultado, Portanto, 0,8 ¢ a aproximacao da raiz positiva
com uma casa decimal de precisdo.
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3) Utilizando algoritmo do tipo pseudo-linguagem (pseudocddigo), escreva as seguintes fungdes:
(observagdo: assuma que a manipulacfo de arrays - vetores e/ou matrizes - ocorrera apenas por acesso
a elementos individuais, através de seus respectivos indices).

a) (25% da questdo) Uma funcfo que recebe dois nimeros naturais N, M como argumento, e solicita
que o usudrio informe os coeficientes de uma matriz NxM, retornando a matriz como resultado.

b) (20% da questdo) Uma fungdo que recebe uma matriz A e efetua a soma das linhas da matriz.

¢) (25% da questdio) Uma fungdo que recebe uma matriz A e retorna o maior elemento, em maédulo,
de cada coluna da matriz. _

d) (30% da questdo) Escreva uma funcdo que recebe como argumento um vetor qualquer com »n
elementos, e retorna outro vetor com »—1 elementos, em que cada elemento ¢ dado pela média de
dois elementos consecutivos do vetor original.

Gabarito:
Item a:

funcao numérico cria _matriz(N,M)
declare A[1:N,1:M] numérico
declare N,M,i,]j numerico
ie¢-1
repita
se i>N
entao interrompa
fim se
j<-1
repita
se M
entdo interrompa
fim se
leia Afi,]j]
Joe- j+1
fim repita
i<-1i+1
fim repita
cria_matriz <- A
fim funcaec
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Item b:

fung¢do numérico somas{A,N,M)
declare somas[1l:M] numérico
declare N,M,i,j numérico
declare A[1:N,1:M] numérico
ic-1
repita
se 1»N
entao interrompa
fim se
somas[i] <«-@
jo«-1
repita
se jaM
entdo interrompa
fim se
somas[i] <- somas[i] + A[i,]]
j<-j+1
fim repita
i¢e-1+1
fim repita
fim funcdo

Item c:

funcdo maiores(A,N,M)
declare maiores[1:M] numérico
declare N,M,i,j numérico
declare A[1:N,1:M] numérico
jo<-1
repita
se j»M
entdc interrompa
fim se
maiores[j] <~ A[1,7]
ie¢- 2
repita
se i>N
entao interrompa
fim se
se A[i1,7]*2 » maiores[]j]™2
entdo maiores[j] <~ A[i,]]
fim se
ic-1i+1
fim repita
joc-j+1
fim repita
retorna maiores
fim funcao




UDESC

UNIVERSIDADE
‘ DO ESTADO DE
SANTA CATARINA

Item d:

funcao meédia(v,N)
declare v2[1:N-1] numérico
declare N,i numérico
declare v[1:N] numérico

ic¢-1
repita
se i»N-1
entdo interrompa
fim se

v2[1i] <- (w[i]+v[i+1])/2
i¢-14+1
fim repita
meédia <- v
fim funcdo
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