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APRESENTACAO DA DISCIPLINA
Caro aluno (a),

Na disciplina de Célculo Il vocé dara continuidade ao estudo iniciado na discipli-
na de Célculo I. Vocé continuard estudando fungdes de uma Unica varidvel, porém
o seu foco agora é aprender a integrar uma funcao, uma vez que ja foi estudada a
sua derivada e algumas aplicages dela. Veremos que o processo de integracao é
inverso ao processo de derivagdo. Em virtude disso, para que vocé saiba integrar
uma fungdo é necessario, antes de tudo, que saiba deriva-la.

Neste curso, vocé vai estudar a primitiva de uma fungdo, as técnicas de integra-
cdo e a integral definida. Uma vez entendido o que ¢ a integral de uma funcédo e
aprendido as técnicas para obter tal integral, iremos estudar as aplicagdes da integral
definida no célculo de area de regides no plano e volume de sélidos de revolugéo.
A integral de uma fungdo tem vasta aplicagdo nas diversas areas de ciéncias e, tem
como um dos principais resultados o Teorema Fundamental do Célculo, o qual é uma
ferramenta poderosa para a resolugdo de diversos problemas envolvendo integrais.
Vocé também estudard as extensbes da integral, através das integrais improprias, e
uma introdugdo as sequéncias e séries numéricas, onde ¢ visto a definicdo e alguns
exemplos.

Desse modo, a nossa disciplina tem como objetivo proporcionar ao aluno subsi-
dios necessérios a apropriagao de conhecimentos abordados no componente curri-
cular da disciplina Célculo Diferencial e Integral Il, tal qual, a aplicagdo dos conceitos
em sua area de atuacdo e situaces cotidianas.

Ao final do curso, o aluno devera saber desenvolver as técnicas basicas de integra-
cao, resolver problemas que abordem integral definida, estabelecer a relagdo entre de-
rivagao e integragdo, por meio, do Teorema Fundamental do Célculo, aplicar o conhe-
cimento acerca das técnicas de integragdo no célculo de comprimento de curvas, areas
e volumes de sélidos e apresentar no¢des basicas sobre sequéncias e séries numéricas.
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TECNICAS DE
INTEGRACAO

Nesta unidade, vocé compreenderd como se resolve uma integral
utilizando as técnicas de integragdes existentes, entre as quais, inte-
gragao por substituicdo, integragao por partes, integracao utilizando o
método das fragSes parciais e integracdo de fungdes trigonométricas.
Além disso, vamos estudar a integral definida, conhecendo a sua defini-
cao formal e, fazer a ligagdo entre a integral e a derivada de uma fungéo
através do Teorema Fundamental do Calculo.

Objetivos:
® Determinar uma primitiva de uma funcgéo;

e Calcular integrais de fung¢des, utilizando as varias técnicas de in-
tegracdo estudadas;

® Determinar integral definida e calcular uma integral definida fa-
zendo uso do Teorema Fundamental do Calculo.
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Introducao

Neste tépico, vamos introduzir o conceito de primitiva de uma func¢io e vocé aprendera as técnicas de
integracdo através da integral indefinida, que consiste no processo inverso ao de derivagao. Ao final desta
unidade vocé deve estar familiarizado com as técnicas basicas de integra¢do, como os métodos de integra-
¢do por substituicdo, integracdo por partes e integracao pelo método das fracdes parciais.

Vocé ja se perguntou por que estd estudando integral? Que importancia esse conteido tem? Sera que po-
demos relacionar derivadas e integrais ao nosso dia a dia? Vejamos alguns exemplos:

1. Paulo esta dirigindo um carro a uma determinada velocidade x, e de repente lhe bateu uma vontade
de visitar a sua amiga Laura. Paulo olha para o relégio e percebe que ja estd um pouco tarde. Entdo ele se
pergunta: “Sera que se continuar dirigindo, a essa velocidade, chegarei a casa de Laura antes do anoite-
cer?” Vocé acha que Paulo sé respondera essa pergunta depois que chegar na casa de Laura, ou sera que
ele pode determinar a hora em que estara na casa utilizando a matematica? (Uma vez conhecida a fungio
velocidade, ao integra-la encontraremos a funcio posicdo (s(t)) e sabendo a distancia até a casa de Laura,
Paulo tera condi¢bes de determinar a que horas ele chegaria a casa de Laura e, a partir do resultado, tomar
a sua decisdo.)

2. Um biélogo que conhece a taxa de crescimento de uma populagdo de bactérias pode querer determinar
qual o tamanho da populagdo num futuro préximo ou longinquo. Essas sio situacdes que podem ocorrer
e que podem ser solucionadas com o auxilio do calculo diferencial e integral.

Primitiva de uma funcao

A fim de desenvolvermos as técnicas de integracdo precisamos entender o conceito de primitiva de uma
funcdo, como segue a definicdo.

Definicdo 1: Seja f uma func¢do definida num intervalo I. Dizemos que uma fungao F, também definida em
I, é primitiva da funcao f se satisfaz

F’ (x)=f(x), para todo x em 1.

Observacdo: Salvo mengdo contraria, omitiremos o intervalo [ quando nos referirmos a duas primitivas de
uma mesma fung¢io sobre o mesmo intervalo. Ao usarmos uma determinada letra mintscula para denotar
uma funcao, utilizaremos a mesma letra em maiusculo para denotar a sua primitiva. Por exemplo, seja a
fungdo h e a sua primitiva H.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Observe que uma primitiva da fungao f(x)=x* é dada por F(x) = %x“.

Solucao: De fato, observe que a derivada de F(x) é dada por

CALCULO II
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2. Observe que uma primitiva da fungdo f(x)=x°+x é dada por F(x) = %x6 + %xz.

Solucgiao: De fato,

F'(x) =(—x6 +—x2) =%6){6’1 +%2x2'1 =X +X.

1
3. Para toda constante c€R, a fungdo F(x)=5x+ gxs +c é primitiva da fungdo f(x)=5+x*

Solugao: De fato,

F’(){):(S)H%x5 +cj :5+%5x5’1 +0=5+x"

1
Observacio: Note que ambas as fungdesF, (x) =5x +—x° +5¢eF, (x) =5x+ 1 _100sd0 primitivas da fun-
5 5 1
¢do f(x)=5+x* uma vez que a constante ¢ é qualquer nimero real. Assim, a fungfo F(x)=5x +§X5 +cre-
presenta uma familia de primitivas da funcdo f, pois a partir de F podemos obter inimeras primitivas para

f bastando escolher determinado niimero real para c.

~ 1 , . N ~
4. A fungdo S(x) = Fte onde c é uma constante real, é uma primitiva da fungdo s(x)=—.
X X

Solucao: De fato, pois:

Note que a fung¢do S, dada no exemplo anterior, representa uma familia de primitivas da funcao s.
Os dois exemplos anteriores sdo formalizados na proposi¢do a seguir.

Proposicao 1: Sejam f uma func¢do definida num intervalo I e F uma primitiva de f em I. Entao, para toda
constante c, a fun¢do F(x)+c também é uma primitiva de f.

Demonstracio: Observe que,
(F(x)+c)'=F' (x)+0=F" (x)=f(x),
donde segue que F(x)+c é uma primitiva de f. m

Isto é, a partir de uma primitiva particular de uma determinada funcdo, é possivel obter uma familia de
primitivas para tal fun¢do. Além disso, também temos uma relagdo interessante entre duas funcdes que
possuem derivadas iguais (ver a proposicao a seguir, cuja demonstracao sera omitida).

Proposicao 2: Se duas fungdes f e g possuem derivadas iguais num mesmo intervalo I, entdo em I elas
diferem por uma constante, isto é, g(x)=f(x)+c, onde c é a tal constante.

Das proposi¢des (1) e (2) podemos concluir que se a funcdo F é uma primitiva, em particular, da fungéo f,
entdo toda primitiva de f é da forma F(x)+c, onde ¢ é uma constante. E dessa forma, para achar a familia
de todas as primitivas de uma funcdo f basta determinar uma primitiva particular.

CALCULO II
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A Integral indefinida

UN 01

Agora, ja temos subsidios para a definicdo que segue sobre integral indefinida. Observaremos, no decorrer do
nosso estudo, que a integracdo é um processo inverso ao de derivagio, estudado na disciplina de Calculo I.

Antes de trabalhar com as técnicas de integracdo, vejamos primeiro o que de fato é uma integral
indefinida e, para que vocé, leitor, se familiarize vamos trabalhar um pouco mais com essa nota-
¢ao e esse novo conceito.

Definicdo 2 (Integral Indefinida): Seja F(x) uma primitiva da funcdo f(x). Chamamos a ex-
pressdo F(x)+c de integral indefinida da fungao f e denotamos por,

J f)dx=F(x)+c, DICA
0 leitor que estiver
familiarizado com as técnicas
de derivagao tera maior
facilidade no aprendizado das

onde c é uma constante real.

Observagoes: técnicas de integracao. Para
o leitor que anda esquecido,
i. 0 simbolo [ é chamado sinal de integragio; ainda é tempo de revisar um

pouco a disciplina de Calculo I,
especialmente no que se
refere a derivagao.

ii. A funcdo f(x) é chamada fun¢do integrando;

iii. O simbolo dx indica a variavel de integragao;

iv. Note que [ f(x)dx representa uma familia de fungdes.

Propriedades da integral indefinida

Sejam [ um intervalo, f, g: I=R fungdes integraveis e k uma constante real.

n+l

X . , . . ~
1 + ¢, onde n é um numero real tal que n#-1 e ¢ é a constante de integracao.

a) IX“dx = -

Demonstracgdo: Observe que,

b) [ kf(x)dx = k[ f(x)dx;
Demonstracdo: Seja F uma primitiva de f, isto é F'(x) = f(x). E observe que,
[KFCO]" = KF'(x) = kf(x),
donde segue que KF é primitiva de kf. Desse modo, temos que:
[ kf(x)dx = kF(x)+c = kF(x)+kc, =k[F(x)+c, ] = kJ f(x)dx,

basta tomarc, =—. =

Il Ks)

o) J [f(x)+g(x)]dx = [ f(x)dx+J g(x)dx.) (A integral da soma é a soma das integrais)

Demonstragao: Sejam F(x) e G(x) respectivas primitivas de f(x) e g(x). Assim, temos que:
[Fx)+GX) I'=F x)+G x)=f(x)+g(x).

Donde segue que F(x)+G(x) é uma primitiva de f(x)+g(x). Desse modo,

) [fx)+g(x)]dx = [F(x)+G(x)]+c = [F(x)+G(x)]+c,+c,= [FX)+c, [+[GX)+c, | = f f(x)dx+f g(x)dx. m

CALCULO II
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Observe que fizemos c=c,+c,. Como ¢ € uma constante real, esse artificio pode ser feito sem perda de ge-
neralidade pois, qualquer niimero real pode ser visto como a soma de outros dois nimeros reais.

Obs.: A propriedade da soma de integrais foi apresentada para a soma de duas parcelas, porém tal pro-
priedade vale para a soma de quaisquer n parcelas. Ou seja, essa propriedade vale para a soma de um
numero finito de parcelas.

J I, O+, ()+-+f, (x) Jdx=] f, ()dx+][ f, ()dx+ -+  (x)dx.
EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

a) [ 3xdx.
DICA

Esses primeiros exemplos
estao sendo resolvidos

Solucao: Para resolver essa questdo utilizaremos as propriedades (a) e (b).
1+1 com todos os detalhes para

I3XdX = 3IXdX =32 4= EXz +c. orientar vocé. Futuramente,
Logo 1+1 2 omitiremos certos detalhes
80, nos exercicios para nao
3, torné-los demasiadamente
I3de 5% C. cansativos!

Note que utilizamos as propriedades (a) e (b) para resolver esse exemplo.

b) [ 5sen x dx.

1 6 Solucao: Utilizaremos a propriedade (b).
ISsen xdx= SIsen x dx =5(-cos x +c,)=—-5cos x+5c, =—-5cos x+c, onde c =5c;.
Logo,

ISsen xdx=-5cosx+c.

o) J (5x7+3) dx.

Solucgao: Nessa questdo, iremos aplicar as propriedades basicas de integracao.

J'(Sx7 4 3)dx = I5X7dX s J'de = 5Ix7dx 4 3Idx =

= SX7+1 +c, [+(3x+c )—5£+3x+(c NG )—Ex8+3x+c
7+1 g 8 tlog '

onde c=c,+c, € a constante de integragdo. Logo,

I(5x7 4+ 3)dx = gxg +3X+cC.

d)J(%X +sen x —4cos xjdx.

Solug¢ao:
1 1
I Ex+senx—4cosx dX:E xdx + senxdx—4J.cosde:
1x* 1,
St +(—cosx+c2)—(4senx+c3):Zx —cosx —4senx +c,
CALCULO 11
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onde c=c,+c,-c, € a constante de integragdo. Logo,
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I(%x+ senx —4costdx = %xz —CcoSsX —4senx +cC.

Obs.: Para facilitar os calculos vamos inserir a constante c apenas no resultado final da integral.

Das férmulas de derivacdes estudadas na disciplina de Calculo I, podemos estabelecer a seguinte tabela de
integrais imediatas. Para isso, sejam «=#0 e k constantes reais.

Tabela 1 - Tabela de integrais indefinidas imediatas

Derivada Integral

(kx)'=k [ kdx =kx+c
(x)'=1* [ dx=x+c
(lnx)v :l, >0 Ildx:ln|x|+c
X X
(er)'=e [ e dx =ex+c
(XM J =x"(a#-1) jx“dX: - +c(o-1)
a+1 o+
X ax
(@*)'=a* Ina (a>0 e a%1) Ia dx:lna+c(a>0ea¢1)

(cos x)’'=-sen x

[ senx dx=-cosx+c

(sen x)’'=cos X

[ cos x dx=sen x+c

(tg x)'=sec?*x

[ sec? x dx=tgx+c

(cotg x)'=-cosec? x

J cosec? x dx=-cotgx+c

(sec x)'=secx tgx

[ secx tgx dx=secx+c

(cosec x)’'=-cosecx cotgx

J cosecx cotgx dx=-cosecx+c

arcsecx) = ————
( ) xVx®—1

' 1 dx
(arcsenx) = I —arcsen X +c¢
1-x* 1-x*
(arctgx)v— ! I dx =arctg x+c
1+x° 1+x°
1
—arcsecx+c

j dx
xv1-x*

(senh x)'=cosh x

 cosh x dx=senh x+c

(cosh x)’=senh x

[ senh x dx=cosh x+c

(cotgh x)’=-cosech? x

[ cosech? x dx=-cotgh x+c

(tgh x)’=sech? x

[ sech? x dx=tgh x+c

(sech x)’=-sechx tgh x

[ sechx tghx dx=-sech x+c

(cosech x)’=-cosech x cotgh x

[ cosech x cotgh x dx=-cosech x+c

' 1 dx
(argsenhx) = I :argsenhx+c:ln‘x+\/x2+1 +c
N N
- 1 dx
(argcoshx) = = J =arg coshx+c:1n‘x+\/x2 -1|+c
x* -1 Vxt -1

CALCULO II
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Com base na tabela de integrais indefinidas imediatas e nas propriedades estudadas, calcule as seguintes
integrais indefinidas:

a) [ (3x2-2x+1)dx;

Solug¢ao:

2

3
I(3x2—2x+1)dX:3_[xzdx—2 XdX+I1dX=3X?—2X7+X+C=X3—XZ+X+C.
Logo,

j(3X2—2X+1)dX=X3—XZ+X+C.

b) [ (ax*+bx+c)dx, onde a,b e c sdo constantes;

Solug¢ao:

J.(axZ +bx+c)dx =ajx2dx+b de+cJ.dx =a§+bx72+cx+k.
Logo,

_‘-(ax2 +bx+c)dx:a§+b§+cx+k.

Nesse caso, denotamos a constante de integracao por k, uma vez que a constante c ja foi utilizada.

1 8 0) | (5x3-2e*+sen x)dx;

Solug¢ao:
4
I(Sx?’ —2e* +sen x)dx =5|x*dx— ZIe"dx + [senxdx = SXT —2e* —cosx+c.
Logo,

J-(Sx3 —2e* +sen x)dx =%X4 —2e* —cosx+c.

d) I(5x3 +sen X—\/;)dx;

Solugio: Nos casos em que tivermos raizes, a melhor forma de trabalhar é transforma-las em poténcias
e depois integra-las, como segue.

I(5x3 +senx—\/;)dX:J‘[5x3 +senx—x%de=5 xdx + senxdx—J.x%dX:

3

5 , x2 5 , 2 3
=—X"—C0SX——+C=—X —COSX——X?+C.

4 3 4 3

2
Logo,
3 5 4 2\/_3
I(SX +senx—\/;)dx=zx —cosx—g X +C.
CALCULO 11
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e) | (2sec x tg x-3 sec? x)dx;

Solucdo:
j(Zsecxtgx—Sseczx)dx=2J.secxtgxdx—315eczxdx=Zsecx—3tgx+c.
Logo,
j(Zsecxtgx—3seczx)dx=25ecx—3tgx+c.
2
I sec’X 4
cosecx

Solucdo: Nesse caso, vamos primeiro manipular a fung¢ao a fim de encontrarmos uma integral imediata.

Sabemos que, secx = e que cosecXx = . Dai, temos que:
c

0S X senx

1
2
sec” x 2 sen x
J'idx =j cos X dx=j > senxdx—J dx=_[secxtgxdx =secx+c.
cosecx 1 cos’ x COS X COS X
senx
Logo,
sec’ x
J'idx =secx+c.

cosecx

4x

g) I(Ze" —CcosX+ ijdx;
Solucao: Pelas propriedades de integral, temos:

I(ZBX —COSX +ijdx = ZIeXdX —jcos x dx +1J.ldx =2e* —senx +lln|x| +c.
4x 4°x 4

Logo,

I[Ze" —cosx+ijdx =2e* —senx +lln|x| +cC.
4x 4

h)J‘X +X

Solugao: Vamos manipular a fung¢ao algebricamente a fim de usarmos as propriedades de integrais, e
ou integrais imediatas, como segue:

J‘X +X/4 J- X ldx
%
i A Mgy =X 1/ 12 9%,
L J.( +X )dx I dx+j dx 1/ 1/ 11 +c
0go,
J-x +X dx=- 1/ 12 Az_,_c
11

Observe que, nesse exercicio, precisamos utilizar os conhecimentos a cerca de potenciacdo e operacoes
com fracdes. Esses sdo conhecimentos basicos de matematica necessarios para qualquer pessoa que
queira estudar calculo.
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Baseado na tabela de integrais indefinidas e nas propriedades estudadas, resolva as seguintes integrais

indefinidas:

a) j:j:z’; dx b) j(e_thr t +%)dt; ) [(4x=5)(x~9)dx;

d) [(x¥x + secx tgx)dx; e) [tg’x cosecx dx f)j%;

g)j“5;5da; h)I\/EdX ) [+ i+ Y+ Ux g

) _[ 3dx
: N
2. Determine a fungdo f tal que [ f(x)dx=x*+3x°-In x+c.

3. Determine a funcéo f tal que [ f(x)dx=sen x+tg x+c.

1
4. Encontre uma primitiva da funcdo dada por f(x) =—+1, que se anule no ponto de abscissa x=1.
X

Técnicas de integracao

UN 01

2 0 Nem sempre é possivel resolver uma integral utilizando as integrais imediatas. Na maioria das vezes, é
necessario usar algum “artificio matematico” a fim de chegar numa integral imediata e soluciona-la. Nessa
se¢do, vamos estudar algumas técnicas com o intuito de nos ajudar a resolver tais integrais, entre elas,
integracdo por substituicdo e integracao por partes.

Técnica de integracao por substituicao
ou mudanca de variavel

Um desses “artificios” é o que vamos estudar agora, o qual é conhecido como a técnica de integracdo por
substituicdo. Primeiramente, vamos tentar justificar essa técnica, e depois faremos alguns exercicios para
coloca-la em pratica.

Sejam f, F e h fung¢des definidas no intervalo I tais que F' (x)=f(x) (isto é, F é primitiva de f),Imh c D(F) e
h seja derivavel. Entdo, utilizando a regra da cadeia podemos derivar a seguinte fungao composta,

(Feh)" ()=[F(h(x)) I'=F (h(x)) b" (:)=f(h(x) ) b’ (x),

Ou seja,

f(h(x) ) W ()=[F(h(x)) ] = [ f(h(x)) I’ (x)dx=F(h(x) )+c.
Fazendo a substituicio,
u=h(x)=>du=h’ (x)dx,
temos que,
[ (w)du=F(u)+c.

Desse modo, o método de integragdo por substituicdo consiste basicamente em vermos a fungdo a ser
integrada como uma fungdo composta e identificar o termo a qual chamaremos de u. Em seguida, faz-se a
substituicdo e integra-se a fun¢do na nova variavel, para depois retornar para a variavel de origem. Vamos
fazer alguns exemplos para efetivar o aprendizado.
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

X7
a) j2+X8 dx.

Solugao: Observe que se derivamos o denominador da fracdo aparecera o termo do numerador. Dessa
forma, podemos tentar a seguinte substituicao,

u=2+x°=du=8x"dx = x’dx =%du.
Assim, temos:

x/ 1du 1.du 1
[ rdx= [ =2 [ 2y
2+x 8u 8°u 8
Note que, apds a mudancga de variavel chegamos a uma integral imediata (ver tabela de integrais ime-
diatas). E retornando a variavel x, temos:

o sdx= Ll re

b) [ sen(2x)dx.

Solucao: Nesse caso a mudanca de variavel é bem sugestiva. Fagamos,

u=2x:>du=2dx:>dx=d7u.

Fazendo a substituicdo na integral, temos:

jsen(Zx)dx = ‘[sen ud—u = ljsen udu= —lcos u+c,
2 2 2

Onde c ¢é a constante de integracdo. Desfazendo a substituicdo, temos que:

~l'sen(Zx)dx = —%cos(Zx) +c.

c) Jcos(x+5)dx.

Soluc¢ao: Como no exemplo anterior, observe que a mudanca de variavel também é sugestiva. Prova-
velmente, vocé ja deve ter percebido que devemos fazer a seguinte substituicao,

u=x+5=du=dx.
Dessa forma, temos que:

Icos(x+5)dx = Icos udu=senu+c.

Retornando para a variavel x,

Jcos(x+5)dx =sen(x+5)+c.

dx
? J(2x+1)5 '

Solucgdo: A substituicdo que faremos nesse caso é a seguinte,

u=2x+1:>du=2dx:>dx=%du.
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Com isso, temos:

du 1 0w lu” -1
ji— j du==——+c=——+c
(2x+1) 8u

Desfazendo a substituicdo, concluimos que:

_[ dx __ -1 te
(2x+1)"  8(2x+1)"

e) [ tgxdx.

Solucgao: Vamos ver como podemos utilizar o método de substituicdo para resolver a integral da tan-
gente de x. Nesse caso, precisamos lembrar a seguinte identidade:

senx
tgx =

COS X

Fazendo, u = cos %, temos que: du = -sen x dx. Desse modo,

J‘tgxdx=J.iZ:;( I_du Idu ——1n|u|+c.

Retornando para a variavel x, temos

jtg xdx =-In|cos x| +c.

2 2 f) [ [cos x+sen(5x)+ sec? (6x)]dx

Solucao: Primeiramente, devemos observar que temos uma soma de parcelas, o que implica em utili-
zarmos a propriedade da integral da soma. Logo,

j[cos x+sen(5x)+sec’ (6x)]dx = jcos xdx + Isen(Sx)dx + Isecz (6x)dx. (1)

Agora, vamos resolver cada integral separadamente e utilizando, quando necessario, a técnica de in-
tegracdo por substituicao.

i _[cos xdx =-senx+c,.(Observe que essa integral é imediata!)
ii. Isen(Sx)dX = %COS(SX) +c¢,. (Essa integral é facilmente resolvida usando a técnica de substitui-
¢ao - ver exemplo (b).
iii.J.secz (6x)dx = %tg(6x)+ c,. (Essa integral também é facilmente resolvida usando a substituigo.
Tente fazer!)
Dessa forma, substituindo (i), (ii) e (iii) em (I), temos:

I[cos x+sen(5x)+sec’ (6x)]dx

Icos xdx + Isen(Sx)dx + Isecz (6x)dx =—senx —%cos(Sx)+%tg(6x) +c

Observe que ¢ = ¢, +c,+c,, uma vez que a soma de constantes também € uma constante.
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Resolva as seguintes integrais indefinidas, utilizando a técnica de integracdo por substituicdo:

a) J sen (10x)dx; b) [ cos (2x)dx; c) [ (2sen(2x)-3cos (3x))dx;
eX
d) xsen(x*+1)dx; e) [ 2¢+2x-3)°(2x+1)dx; ) — +2dx;
g j(2x+1)\5/3x2 +3x - 2dx; h) ILXN; )j
(x +1) (7x —1
i) J (cos?x senx) dx; )-[tlnt

Técnica de integracao por partes

Uma vez que o método de integragdo por substituicdo ndo ird resolver todos os nossos problemas, pre-
cisamos estudar outros métodos. Nessa sec¢do, vamos estudar outra técnica de integragdo chamada de
integracdo por partes. Esse método se baseia na derivada do produto, como veremos a seguir.

Sejam f e g func¢des derivaveis no intervalo 1. Fazendo u=f(x) e v=g(x) temos, pela derivada do produto:
[fx)gx) I'=(uv)’=u"v+uv’ =uv'=(uv)'-u'v.
Integrando a ultima igualdade,

[ udv=uv- [ vdu,

onde du=f’ (x)dx e dv= g’ (x)dx.

A “grosso modo”, a técnica de integracdo por partes consiste basicamente em escolher parte do integrando
para ser igual a u e a outra parte para ser igual a dv. Uma vez fixados u e dv, resta determinar du e v e, em
seguida, aplicar a férmula. Vejamos alguns exemplos resolvidos para clarear as ideias. Vale salientar que a
escolha de u e dv sao feitas de forma conveniente.

Observe que a formula da integragdo por partes resulta em outra integral, que na maioria das vezes pode
ser resolvida facilmente por integrais imediatas, ou por substitui¢do, ou até mesmo utilizando novamente
a integracdo por partes, como veremos nos exercicios a seguir.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Resolva as seguintes integrais indefinidas utilizando a técnica de integragio por partes:

a) [x cos x dx.

Solugao: Fagamos u=x e dv=cos x dx. Com isso temos que du=dx e v=sen x. Com essa escolha, obser-
ve que a integral que ainda surgira apés a integracao por partes é imediata. Uma vez escolhidos u e dv
e identificados du e v, resta aplicar a férmula [ u dv=uv-/ v du, como segue.

f X cos X dx = x sen x—f sen X dx = x sen X+cos x+c,
Logo,
f X cos X dx = x sen x+cos X+c.

Observacao: Note que, nesse caso, a integral resultante da férmula de integral por partes foi facil-
mente resolvida por integrais imediatas. Uma escolha equivocada pode dificultar a resolucao ou até
mesmo ndo chegar a solugdo. Faca o teste, nesse exemplo, para ver o que ocorre. Tente resolver essa
questao, fazendo a seguinte escolha: u = cos x e dv = x dx.
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b) [ Inx dx.

~ . i 1
Solucao: Facamos a seguinte escolha, u=Inx e dv=dx. Com isso, temos que du=—dx e v=x.
X

Desse modo, temos:
1
Ilnxdx=xln X—jX—dX=XlI’1X—X+C.
X
Logo,

[ Inx dx = x In x-x+c.

c) [x2 cos x dx.

Solucao: Nesse exemplo, vamos aplicar o método de integracao por partes duas vezes. Antes facamos
as escolhas,

u=x?’=>du=2xdx e dv=cosxdx = v =senx.
Fazendo a integracao por partes, temos:
[ x2cos x dx = x?sen x-2 [ x sen x dx. Q)

Observe que a integral | x sen x dx também deve ser resolvida utilizando integragio por partes. Desse
modo, fazendo:

u=x = du=dx e dv=sen x dx = v= -cos X,
Temos que,
[ xsenxdx=-xcosx+ [ cosxdx=-xcosx+senx. (ii)
Substituindo (ii) em (i), temos:
[ x? cos x dx = x? sen x-2 (-X c0s X+ sen X)+c =
[ x2 cos x dx = x? sen x+2x cos X-2 sen x+c =

J x? cos x dx = (x*-2) sen x+2x cos X+c.

d) [ e¥*cos x dx.

Solucao: Nesse exemplo, além de aplicar o método de integragdo por partes duas vezes vamos utilizar
um artificio matematico no calculo da integral. Fagamos,

u=e*=>du=3e*dxedv=cosxdx=v=senx.
Fazendo a integracao por partes,
[ e*cosxdx=e*senx-3[ e*senxdx (i)
Para resolver a integral | e3x sen x dx temos que utilizar integragdo por partes novamente. Para isso, sejam:
u=e*=du=3e*dxedv=senxdx=v=-cosx.
Com isso,
[ e*senx dx = -e*cos x + 3/ e* cos x dx. (ii)

Observe que a integral a ser resolvida, nesse exemplo, apareceu novamente em (ii). Vamos substituir
(i) em (i) e prosseguir da seguinte maneira:

[ e¥cos x dx = e* sen x-3(-e* cos x + 3/ e* cos x dx) = e*sen x + 3e* cos x -9 e* cos x dx
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Passando o termo [-9/ e* cos x dx] para o primeiro lado da igualdade, temos:
10/ e* cos x dx = e* sen x+3 e cos x+c,

Finalmente,

3x

3
Ie‘“ cos x dx =——sen X +—e>* cos X +C.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Resolva as seguintes integrais indefinidas utilizando integra¢do por partes:

a) [ xsenx dx; b) [ 3x cos (2x)dx; ¢) [ sInsds; d) [ x*sen x dx;
e) [ sen®x dx; f) [ x e dx; g) | 2e*senx dx; h) [ se% ds;
i) [ sen?x dx; i) [ cos?x dx.

Fracoes parciais

Outra técnica bastante utilizada na resolucdo de integrais é a fracdo parcial. A grosso modo, essa técnica
consiste em “quebrar” uma fragdo em duas ou mais fragcdes, chamadas de fragdes parciais. Essa técnica é
bastante utilizada na integracdo de fun¢des racionais.

Caso o denominador pode ser expresso como o produto de dois coeficientes sdo lineares (grau do
denominador estritamente menor do que o grau do numerador)

Em nosso estudo vamos utilizar o seguinte resultado.

Proposicao: Sejam a, b, c e d nimeros reais dados, com ¢ # d. Entdo existem constantes A e B tais que:

ax+b A B

' (x—c)(x—d) x—c+x—d'

ax+b A B
. ;= + -
(x=c)) x7¢ (x—c¢)
Demonstracgao:
) Devemos determinar A e B que satisfacam (i), para isso observe que,

ax+b A B  Ax-Ad+Bx-Bc (A+B)x+(-Ad-Bc)

-6 (0 (-d) (-  (x-ox-d)
Por igualdade de polindmios, temos o seguinte sistema:
A+B=a
—-Ad-Bc=b. (1)

Vamos resolver o sistema (1) por substituicao. Primeiramente, vamos isolar a variavel B na primeira equa-
¢do do sistema e substitui-la na segunda equagao do sistema. Com isso temos,

B=a-A (2)
Substituindo (2) na segunda equacgdo do sistema, temos:

b+ac

3
c—d’ )

-Ad-(a—-A)c=b=-Ad-ac+Ac=b=A(c—d)=b+ac=>A=
Substituindo (3) em (2), temos:

_b+ac_ac—ad—b—ac_—ad—b

B=a = .
c—d c—d c—d
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Com isso concluimos a demonstragao, pois mostramos que existem A e B que satisfazem (i), dados por:
b+ac —ad-b

e B=
c—d c—d

I1) Agora, devemos encontrar A e B que satisfacam (ii). Observe que,

A=

axtb A B _A(x-c)+B_ Ax- Ac+B

(x—c)z_X—C (x—c) (x— c) (x— c)

Por igualdade de polindmios, temos:

~Ac+B=b=[B=brAd

Numa integral, devemos proceder da seguinte forma:

I acx+b _-[I:x J x—c)}dx:

Note que as integrais da ultima igualdade sdo facilmente resolvidas por substituicdo. De fato, na primeira
integral, fazendo u = x-c = du = dx, temos:

dx

j dx = ﬂ:ln’u‘+k:1n|x—c‘+k.
X—C u

Procedendo, de forma analoga na segunda integral, chegamos ao seguinte resultado:

J.( ax+b dx:Aln|x—c|+Bln|x—d|+k,

x—c)(x—d)
onde k é a constante de integracao.

Agora vamos por essa técnica em pratica no calculo de algumas integrais, como segue.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando o método de fragdes parciais estudado:

)I x+2 dx

Solugio: Primeiramente, observemos que o grau do numerador é maior do que o grau do denominador.
Por fragoes parciais, temos:

x-1 A B A(x-3)+B(x+2) Ax-3A+Bx+2B (A+B)x+(2B-3A)

(x+2)(x-3) x+2 x-3  (x+2)(x-3)  (x+2)(x-3)  (x+2)(x-3)

Por igualdade de polindomios, chegamos ao seguinte sistema:

A+B=1
—-3A+2B=-1.

. 3 2 -
Resolvendo esse sistema, encontramos A=—eB= E Desse modo, podemos escrever a fungdao decom-
posta em fragcdes parciais como segue,

Retornando para a integral, temos:
3 4

x—1 3 2
Imdx X+2dx+j _jx+2 = EIH‘X+2’+EIH|X—3‘+Q
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Logo,

x—1 3 2
J‘WdX—gln|X+Z|+gln|X—3| +C,

onde c é a constante de integracgdo.

3x-5
b) | ——dx.
)-[x2+2x—8

Solucao: Primeiramente, observemos que o grau do numerador é menor do que o grau do denomi-
nador. Agora, vamos tentar fatorar o polindmio que aparece no denominador que, por sua vez é do
segundo grau, entdo podemos encontrar suas raizes. Para isso,

—2+./22-4.1.(-8 2+
x*+2x-8=0=x= ( )szﬂ
2.1 2

=>x,=-4ex,=2

Uma vez que x?+2x-8=(x-2) (x+4), podemos utilizar o método de fragdes parciais, como segue.

3x-5 3x-5 A B Ax+4A+Bx-2B (A+B)x+(4A-2B)
2 = + a '
x*+2x-8 (X—Z)(X+4) x-2 X+4 (x-2)(x+4) (x—2)(x+4)

Por igualdade de polindmios, chegamos ao seguinte sistema nas variaveis A e B,

i N
4A-2B=-5 6 6
Assim temos que,
[-22 4 :_j B L —2|+—|x+4|+c
X°+2x—-8 x+4 6
onde c é a constante de integracgdo.
x—1
—dx.
N ™
Solugao: Usando fragées parciais temos:
x—1 A B _Ax-2A+3Bx+B _ (A+3B)x+(-2A+B)
(3x+1)(x-2) 3x+1 x-2 (3x+1)(x-2)  (3x+1)(x-2)
Por igualdade de polindmios, temos o sistema:
{ A+3B=1 At gl
—2A+B=-1 7 7
Voltando para a integral, temos:
sy k2
(3x+1)(x 3x+1 7 Xx—2

=——ln|3x+1|+—ln|x—2|+c
73 7

:iln|3x+1|+lln|x—2|+c.
21 7

é facilmente resolvida usando o método de substituicdo, basta fazer

Observe que a integral I
u=3x+1. 3x+1
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J~ 5x -3

> dx.
X" -2x+1

Solucgao: Observe que,

5x-3 5x-3 A B _A(x-1)+B_ Ax+(-A+B)

x2—2x+1 (X_1)2 x-1 (X_1)Z_ (x—l)2 (X—l)2

Utilizando a igualdade de polinomios, chegamos ao seguinte sistema:

A=5
{—A+B=—3:>

Dai temos:

J- 5x -3
x2—2x+1

As duas integrais do lado direito da tltima igualdade sao resolvidas facilmente utilizando a integra¢do
por substituicdo. Com isso temos,

J'5X7_3dX:5J' dx

= +2J‘d7X2:51n|x—1|—L+c,
X°—2x+1 x—1 x—1) x—1

onde c é a constante de integracdo. Logo,

j 5x-3

5 dx=51n|x—1|—
X°—-2x+1

Solugio: Observemos que:

x+1 _ A N B Ax+2A+B
(x+2)2 X+2 (x+2) (x+2)

Por igualdade de polindmios chegamos ao sistema,

A=1
{2A+B:1:>.

Dessa forma, podemos resolver a integral do seguinte modo,

IX+1 I —j —=In|x+2+ 1 4,
(x+2) X+2 x+2 X+2
onde c é a constante de integracdo. Logo,
I X+12dx:1n|x+2|+ +cC.

(x+2) X+2

P(x)

( ) dx, de uma forma mais facil utilizando a substituicdo u=x-a, do
X—a

Observacao: Podemos calcularj

que utilizar o item (ii) da proposicado. Vamos refazer o exemplo anterior utilizando o método de substituicdo:

. x+1 oo p
Queremos calcular a lntegralj >-dx por substitui¢do. Fagamos, u=x+2 =du=dx e x=u-2. Dai temos:
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I(X+1 dX=Iu_2+1du:juu_21du:I%du—_“%du

x+2)2 u?

1 , u’
:I—du—ju du=Infu|-—+c=In|x+2[+ +c
u -1

X+2

Note que o resultado foi exatamente igual, como deveria ser, ao resultado obtido por fra¢des parciais.

Caso em que o denominador pode ser expresso como o produto de dois coeficientes é linear (grau
do denominador é maior ou igual do que o grau do numerador)

Observemos que, nos exemplos feitos até agora, em cada fracdo o grau do numerador é estritamente menor
do que o grau do denominador. Vamos verificar nos préximos exemplos como devemos proceder quando
isso ndo acontece; isto é, quando o grau do numerador é maior ou igual do que o grau do denominador.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Resolva as seguintes integrais utilizando o método de fra¢des parciais:

x*+1
) e

Solug¢ado: Observemos que nesse caso, o grau do numerador é igual ao grau do denominador. Assim,
2

devemos primeiro efetuar a divisdo dos polindmios . Com isso temos,

X +x—6

x2+1=(x2+x—6).1+(—x+7),

Dividindo a ultima equagdo por x*+x-6, temos:

xX*+1 —Xx+7
X +x—6 2+x-6
Desse modo, temos que:
X +1 —Xx+7
— dx=|1dx+ | ——dx. 3
jXZ+X—6 J '[X2+x—6 )

Com isso, a segunda integral que surge da fracdo tem o numerador com grau menor do que o grau
do denominador. Assim, aplicando o método de fra¢des parciais, temos:

—x+7 —x+7 A B _Ax+3A+Bx-2B_(A+B)x+(3A-2B)

X 1x-6 (x-2)(x+3) x-2 x+3  (x-2)(x+3) (x-2)(x+3)

Por igualdade de polindmios, chegamos ao seguinte sistema:

AvB= _ A=ile=—]

{3A—2B:7

Voltando para a integral, temos que:

—x+7 dx dx
xz+x—6dX:Ix 2—2_‘-X+3:ln|x—2|—21n|x+3|+c. (*2)

Substituindo (*,) em (*,), temos:

2
J.Xiﬂdx:Ildx+Iﬂdx:x+1n|x—2|—21n|x+3|+c,

XX +x—6 X +x—6

onde c é a constante de integracdo. Logo,

2
I%dx =X +ln|x—2| —21n|x+3| +C.

Observacao: Devemos proceder de forma semelhante a esse exemplo toda vez que o grau do numerador
for maior ou igual ao grau do denominador.
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j X3+2
X2 +3x+2

Solucao: Observemos que, o grau do numerador é maior do que o grau do denominador. Assim como
3

X+ .
no exemplo anterior, devemos primeiramente efetuar a divisao Poiid Com isso temos,
X" +3x+

X3+2=(x2+3x+2)(x-3)+7x+8.

Dividindo a ultima igualdade por (x*43x+2), temos:

X*+2 i 7x +8
X2 +3x+2 x> +3x+2
Logo,
x> +2 7x+8
——dx=|(x— 3 dx + | ——dx, ol
Ix2+3x+2 I( J.x +3x+2 (%)

A primeira integral do lado direito da tltima igualdade é facilmente resolvida, porém na segunda inte-
gral precisamos aplicar o método de fragdes parciais. Vamos resolver a segunda integral dessa ultima
igualdade e depois voltaremos ao resultado final. Desse modo, utilizando fracdes parciais, temos que:

7x+8 7x+8 A B Ax+2A+Bx+B _(A+B)x+(2A+B)
ixi2 (xr1)(x+2) x+1 x+2  (xel)(x+2) | (x+1)(x+2)

Por igualdade de polindmios, chegamos ao seguinte sistema,

===

2A+B=8
Dai,
7x+8 dx )
J-x2+3x+2 jx+1 IX+ =Infx+1]+6In[x+2+c. (%)

Substituindo (*,) em (*,), chegamos ao resultado final como segue:

jzX37+2d _J’(X 3)dx J‘ﬂdx=£—3x+1n|x+1|+6ln|x+2|+c,
X*+3x+2 X' +3x+2 2

onde c é a constante de integracdo. Logo,

J‘ngidx=£—3x+ln‘x+1]+6ln]x+2‘+c.
X°+3x+2 2

EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule as seguintes integrais, utilizando o método de fra¢des parciais:

J‘ 5x+4 dx: )J‘ X+ 2 )J. 2x—1 X
(x=3)(x-7) g (5x+2)(x-1)
x+1
d)J‘X2+5x+6dx' e)sz—ldX' f)J.XZ—Z X
x-5 X+7
dx h dx;
9] oy ey

Caso geral em que os coeficientes sdo lineares e distintos

Agora, vamos trabalhar com o caso mais geral. Vamos considerar a decomposi¢ado racional f(x) =
fragdes mais simples, dada por: q(x

f(x): A A

2 RS n )
X—a, Xx-a, X—a,

ondeA, A, A sdo constantes que devem ser determinadas da mesma forma que fizemos nos exemplos

anteriores.
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A diferenca entre o caso geral e os casos mais simples, é com relagdo ao niimero de varidveis que surge na
hora de resolver o sistema linear.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule a seguinte integral utilizando fra¢des parciais:

x+1

D e 2)

dx.

Solucao: Usando fragdes parciais, temos que:

x+1 _ AL B C
(x-1)(x+2)(x-2) x-1 x+2 x-2 >

_ A(x+2)(x-2)+B(x-1)(x-2)+C(x-1)(x+2)
(x—l)(x +2)(x—2)
A(x* —4)+B(x* —3x+2)+C(x* +x-2)
(x—1)(x+2)(x-2)
(A+B+C)x*+(-3B+C)x+(—4A+2B-2C)

- (x—1)(x+2)(x-2)

Por igualdade de polindmios, chegamos ao seguinte sistema:

A+B+C=0
—-3B+C=1 (*6 )
—4A+2B-2C=1.
Resolvendo o sistema anterior, concluimos que:
A=_—2,B=_—1eC =§.
3 12 4

Dessa forma,

x+1 -2 dx 1,dx 3
—_— R— +_

I(x—1)(x+2)(x—2) Tl 2l

_[ s =_—21n|x—1| —iln|x+2| +§1n|x—2| +c,
x-2 3 12 4

onde c é a constante de integracao. Portanto,

x+1

J-(x -1)(x+2)(x-2)

dx :_—21n|x—1| —iln|x+2|+§1n|x—2|+c
3 12 4

Observagoes:

i. Note que a forma de resolver é semelhante aos exemplos anteriores, a diferenca nesse caso é que
o sistema a ser resolvido é 3% 3, nas variaveis A, B e C.

ii. Além disso, existe outra maneira de encontrar os valores A, B e C. Ao eliminar os denominadores
na igualdade (*,), temos:

x+1=A(x+2)(x-2)+B(x-1) (x-2)+C(x-1)(x+2). (*))

Podemos determinar os valores de A,B e C, atribuindo valores para x que anulem os fatores de (*,),
como segue:
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x=1=1+1=A(1+2)(1-2)+B(1-1)(1-2)+C(1-1)(1+2)

2:—3A:A:_?2.

x=-2=-2+1=A(-2+2)(-2-2)+B(-2-1)(-2-2)+C(-2-1)(-2+2)
-1=12B=>B=—.
12
x=2=2+1=A(2+2)(2-2)+B(2-1)(2-2)+C(2-1)(2+2)

3:4C:>C:§.
4

Essa maneira pode ser mais rapida do que resolver o sistema 3%3.

iii.Caso o grau do numerador seja maior ou igual ao grau do denominador; deve-se proceder como
vimos anteriormente, efetuando a divisao dos polindmios e depois utilizando as fra¢des parciais.

Caso geral em que os coeficientes sdo lineares e se repetem

p(x)

Vamos considerar, agora, a decomposi¢do racional f(x) =ﬂ em fracdes onde um fator linear (x-a ) de
q(x
q(x) pode ter multiplicidade r. Entao, a esse fator corresponderd uma soma de fra¢des parciais do tipo,
B, B, B

ca) (xa)(a)

3 2 onde B, B,,~+,B, sdo constantes a serem determinadas.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule a seguinte integral utilizando fragdes parciais:

X" +2x+3

a) | ————dx.
I x'—x*

Solucao: Observe que podemos escrever a funcdo a ser integrada da seguinte forma,

X’ +2x+3 x> +2x+3 X’ +2x+3
xt-x* xz(xz—l) _XZ(X—].)(X-‘:-].).

Dessa forma, temos um termo no denominador do lado direito da ultima igualdade com multiplicidade
2. Vamos entdo escrever essa fracdo em fragcoes parciais, como segue:

x* +2x+3 _A B _C D A(x—1)(x+1)+Bx(x—1)(x+1)+Cx*(x+1)+Dx*(x—1)

x*(x-1)(x+1) x* x x-1 x+1 X (x—1)(x+1)

_(B+C+D)x3+(A+C—D)x2—Bx—A
a x*(x—1)(x+1) '

Por igualdade de polindmios chegamos ao seguinte sistema,
B+C+D=0
A+C-D=1

-B=2=

-A=3>
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Substituindo os valores de A e B nas outras duas equagdes do sistema anterior, e resolvendo o sistema
2X2 nas variaveis C e D, temos que:

C=3eD=-1
Voltando para a integral,
de ——SI ZId—X ——3——21n|x|+31n|x 1| 1n|x+1|+c
X —X X x+1

onde c é a constante de integracdo. Logo,

2
Iwm{:E—ZlnM+31n|x—1|—1n|x+1|+c.
X' —x X

EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule as seguintes integrais utilizando fra¢des parciais:

a)J- X+6 dx; b) J‘X—_de; 0) I)((X—HdX;

(X+1)(X+3)(X_4) X +2x2—-x-2 2(x+2)(x-2)
x+7 ) x—1
D I(X+2)2(X+1)(X—1)dx’ 2 jX4 —4x? dx.

Caso em que os coeficientes sdo lineares e quadraticos irredutiveis, os fatores quadraticos nao se repetem
Outro caso importante de ser tratado é quando os fatores de q(x) sdo lineares e quadraticos irredutiveis.
Nesse caso, cada fator quadratico corresponderd uma fracao parcial da forma:

Cx+D
x* +bx+c

O importante é que, na fracdo parcial, o grau do numerador seja uma unidade menor do que o grau do
denominador (observe isso nos exemplos anteriores!).

EXERCICIO RESOLVIDO

+1
1. Calcule a integral J‘izdx, utilizando a técnica de fragdes parciais.
X +X

Solucdo: O denominador da fun¢do a ser integrada é um polindmio de grau 3, nesse caso temos que
encontrar uma raiz para esse polindmio e depois fatorar. Note que 1 é raiz de x3+x?-2 . Logo podemos
dividir esse polindmio por (x-1). Com isso, temos que:

X34x2-2=(x-1) (x*+2x+2)
Além disso, o termo (x?+2x+2) é irredutivel, pois ndo admite raizes reais. (Verifique!)

Desse modo, por fra¢des parciais temos que,
X*—x+1 x2—x+1 A N Bx+C
X +x% -2 (x—l)(x2+2x+2) x—1 x*+2x+2

_A(x* +2x+2)+(Bx+C)(x-1)

- (X—l)(x2 +2x+2)

_(A+B)x*+(2A-B+C)x+(2A-C)
(X—l)(xZ +2x+2)
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Por igualdade de polindmios chegamos ao seguinte sistema nas variaveis A,B e C,

A+B=1
2A-B+C=-1.
2A-C=1
Resolvendo o sistema anterior, temos:
A= l,B _4 C= _—3
5 5 5
Voltando para a integral, temos:
4 3

2

X —x+1 1, dx

,[—3 . dx=—I + 5 5 _dx (*s)
X +X" -2 5/x-1 7 x*+2x+2

Como o denominador na segunda integral em (*;) € um polindmio irredutivel, devemos completar

o quadrado e depois fazer uma substitui¢cdo conveniente, como segue. Note que o termo x*42x+2 é

parecido com o termo x?+2x+1=(x+1)2 Desse modo vamos completar o quadrado da seguinte forma,

X2+ 2X+2=x*+2x+2-1+1=(x*+2x+2-1)+1=(x*+2x+1)+1=(x+1)?+1.

Observe que o artificio usado para completar o quadrado ndo alterou o termo, uma vez que somamos
e subtraimos o termo 1. Porém, apos utilizado esse artificio o termo original pode ser escrito como um
quadrado perfeito, o que facilitara a nossa vida na hora de integrar.

Logo, a segunda integral do lado direito da igualdade em (*,) pode agora ser resolvida por substitui-
¢do, como segue:

4- 3 3

34 x* +2x+2 _I x+1 (%)

Para resolvermos a integral em (*,) precisamos recorrer ao método de substituicdo, mas também pode ser
feito por fragdes parciais. Desse modo, fazendo a substituicdo u=x+1 =du=dx e x=u-1 em (*;), temos:

O _z
5 5 5 5 5 udu 7 du
d = d = u=— *
(x+1)2+1 * I u+1 u? +1 J.u +1 SIu 1 (10)

No lado direito da ultima igualdade em (*,) ainda temos duas integrais. A primeira pode ser resolvida
facilmente (novamente!) por substituicdo (Verifique!), ja a segunda é obtida diretamente da tabela de
integrais imediatas. Com isso, temos:

4 3

5 5 Xzij- udu 7 du 41
5

—In (u +1)—§arctgu+c

(X+1) +1 u2+1 5 u +1 52
onde c é a constante de integracdo. Desfazendo a substituicdo (u=x+1), temos:
A0
5° 5§ 2 2 7
———= dx==In|(x+1) +1|-=arctg(x+1)+c *
ot ety ) fareyee ()

Finalmente substituindo (*,,) em (*,), temos:

X' —x+1 1 2 ; 7
Imdx =§1n|x—1| +§ln[(x+ 1) + 1]—garctg(x+ 1)+c

DICA

Observe o quanto esse exemplo é longo, atengdo na hora de estuda-lo. Refaga-o varias vezes e
com bastante atengéo!
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule as seguintes integrais utilizando fra¢des parciais:

X2 +3x+7 xt+1
a) | ——— b
j )J.X3+4X2+6X+4-

dx;
X +x*-2

Integrais de fungoes trigonométricas

Mesmo ja tendo resolvido algumas integrais envolvendo fung¢des trigonométricas, faz-se necessario deixar
uma secdo dedicada a integral de tais fung¢des, pois em muitos casos, no calculo de integral de fungdes trigo-
nométricas, fazemos uso de algumas identidades trigonométricas, ou até mesmo algumas técnicas especiais.

Dentre as identidades trigonométricas mais utilizadas, temos:

i sen’x+cos’x=1;

.. ,  1-cos2x

ii. sen’x=———;
2

2 1+cos2x

iii. cos x:f;

iv. tg’x+1=sec’x;

v. sen(a)cos(b)= %[sen(a +b)+sen(a—b)];

vi. sen(a)sen(b)= %[cos(a ~b)—cos(a+b)];

1
vii. cos(a)cos(b)= E[cos(a —b)+cos(a+ b)];
Vamos tratar alguns casos separadamente, para o melhor entendimento, como segue.

I. Quando o integrando é um produto de poténcias de senos e cossenos do tipo | sen™ x cos"x dx, temos
trés casos:

Caso 1: Quando m é impar, isto ¢ m=2k+1, usamos a identidade (i) da seguinte maneira,
sen™ x=(sen? x)* sen x=(1-cos? x)* sen x.

Em seguida, fazemos a substituicdo u=cos x = du=-sen x dx.

Caso 2: Quando m é par e n é impar, isto é n=2k+1, usamos a identidade (i) da seguinte maneira,
cos" x=(cos? x)* cos x=(1-sen? x) cos x.

0 proéximo passo é fazer a substituicdo u=sen x = du=cos x dx.

Caso 3: Caso m e n sejam pares, usamos uma das identidades (ii) ou (iii).

II. Quando o integrando é apenas um produto de senos e cossenos, com argumentos diferentes, entao
podemos resolver a integral utilizando umas das identidades (v)-(vii).

I1I. Quando o integrando apresenta poténcias de tangente e secante, utilizamos a identidade (iv).
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

a) [ sen?x cos* x dx;

Solucdo: Estamos no caso 3 quando m e n sdo pares. Primeiramente, vamos utilizar as identidades
trigonométricas (ii) e (iii), da seguinte forma:

1—cos2x \( 1+ cos2x ’
2 2

sen’xcos*x = senzx(cos2 x)2 = [
- (#ji(l +2cos(2x) + cos® (Zx))
:%(1+cos(2x)—cosz(2x)—cos3 (ZX)). (*))

Note que, na ultima expressio, ainda aparecem os termos cos? (2x) e cos® (2x), para o primeiro termo
vamos utilizar a identidade (iii), isto €,

1 4
cos’(2x) = %. (*2 )
e o termo cos?® (2x) podemos utilizar a identidade trigonométrica (i) da seguinte forma,
cos? (2x)=cos? (2x) cos(2x)=(1-sen* (2x)) cos(2x). (*,)

Agora, substituindo (*, ) e (*,) em (*, ), segue:

2 costx = L _ldcosdx . o 11 1.2
36 sen’xcos X—8(1+cos(2x) 5 (1 sen (Zx))cos(ZX)j " 16cos(4x)+8$en (2x)cos(2x).

Desse modo, estamos com uma expressdo mais adequada para integrarmos utilizando as técnicas ja
estudadas, isto é,

Isenzx cos’ xdx = J‘{ !

1 1 12 1.1 1 s
T 16cos(4x)+8$en (Zx)cos(ZX)}dx 16X cos(4x)+485en (2x)+c.

64

Observe que para chegarmos ao resultado, utilizamos a técnica de integragao por substituicao.
b) [ tg*x dx;

Solucao: Nesse caso, basta utilizarmos a identidade trigonométrica (iv) da seguinte forma:
tg® x=tg? x tg x=(sec’x - 1) tg x.
Logo,

jtg3x dx= J.(secz x—1)tgxdx = J.[sec2 Xtgx—tg x}dx = J.secZ xtg xdx —Itg x dx.

As duas integrais no lado direito da dltima igualdade sao resolvidas utilizando o método de substituicao.
Na primeira, basta fazer u=tg x = du=sec? x dx que o resultado segue. A segunda integral ja foi resolvida
na secdo sobre técnica de integragao por substituicao. Desse modo, temos que:

jtg3x dx = %+ In|cos x| +c.
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

a) [ sen?x cos® x dx; b) [ sen®x cos? x dx; c) [ sec*x dx;

d) [ tg?x sec®*x dx; e) | sen(2x) cos(3x)dx; f) [ cos(x) cos(3x) dx;
g) | sen(2x) sen(3x) dx.

Substituicao trigonomeétrica

Quando o integrando envolve uma das expressoes,
(i)va* —u? (ii)Vu* —a’ (iii)va® +u*,

sendo a constante a>0 e u=u(x) uma fungao na variavel x, utilizamos o método chamado de substitui¢ao
trigonométrica. Vamos estudar como proceder em cada caso.

. 2 2
Caso 1: Quando o integrando envolve o termo va“ —u”,

Nesse caso, devemos fazer a substituicdo u=a sen 6, consequentemente, teremos du=a cos 6. Donde segue que,

Ja? —u? =+/a? —a’sen’0 = \/az(l—senzﬁ) —Ja%cos?0 =a cos .

Observe que com essa substitui¢do, conseguimos eliminar a raiz quadrada e, consequentemente, a inte-

gracdo fluira. Além disso, note que estamos considerando os valores de 6 para os quais cos 0 seja positivo;

. -7 T
para isso, devemos ter 7 <0< E

Uma vez feita a substituicao trigonométrica, resolve-se a integral na variavel 6, em seguida retorna para a
variavel inicial.

. 2 2
Caso 2: Quando o integrando envolve o termo vu” —a“,

Neste caso, faremos a substituicdo u=a sec 6 =du=a sec 6 tg 6. Logo,

Ju? —a? =+Ja?sec?0—a? = Va? (sec2 6—1) = \/aztgze =atgh.

De modo que, assim como no caso anterior, a raiz quadrada também foi eliminada e estamos considerando

O£6S§en£9£3—n

Caso 3: Quando o integrando envolve o termo va®+u®, Neste caso, u=a tg 6 =du=asec? 6 d 6. Dai,

VJa? +u? =Ja’ +a’tg?0 :\/az(1+tg26) =/a’sec’ 0 =asech, onde%n<9<g.

EXERCICIO RESOLVIDO
Va-x*

1. Calcule Iidx.

XZ

Solucgdo: Note que esse exercicio estd relacionado ao caso 1, onde a?>=4 = a=2 e u=x. Desse modo,
devemos fazer a seguinte substituicao:

x=2sen 6 = dx=2 cos 6 d 6.

Observe, também, que ndo ha como resolver essa integral utilizando os métodos de integracdo estu-
dados anteriormente.
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Vamos, primeiramente, trabalhar o integrando e depois que ele estiver numa forma conveniente, cal-
culamos a integral. Assim,

J4—x? =4 —4sen?0 = 4 (1 —sen?0) =+/4cos? 0 = 2coso.

Dai,

cos 9

J- 4—x* dx=j ZCOSO

. g 2c0s0d0 = j

de Icotgzﬁde Icosece 1)d6=—cotg9—6+c. (*))

X 4sen

Observe que depois de feita a substituicdo trigonomeétrica, a integral foi facilmente resolvida. Porém,
o seu resultado estad na variavel 0 e a funcdo a qual integramos esta na varlavel x; isto significa que
devemos dar a solucdo de tal integral, também, na variavel x. Como = = T<p<l B temos:

/ 2
V4 —x* =2c0s0 = cosO = 4;X ,

e
X
x=25en6:>sen9=5.
Dai,
4 —x?
cos0 2 4-x°
cotghb= = &
8 sen 0 X X (")
2

Além disso,
X X
x=25en9:sen9=zs 9=arcsen(gj. (*5)

Portanto, substituindo (*,) e (*,) em (*)), temos:

V4-x* V4 -x° X
_[ = dx = " —arcsen5+c.

Observacao: Nesse exercicio a func¢do u coincide com a variavel x. Cuidado, nem sempre isso ocorre.

-z = 2 ’ g 0. =
Observe que se tivéssemos a expressao 1M—()(Jr 1) , terlamos u=x+1 e, dessa forma, a substituicdo
seria x+1=2senb.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

16 x* 9—(x+1)’ dx
R e ="
2
d | dex; e) j%dx.
2(x+2) -4 X" +2
CALCULO 11
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A integral definida

Agora que ja sabemos algumas técnicas de integracdo e que o processo de integragio € inverso ao de deri-
vacdo, vamos estudar a definicdo de integral definida. Antes, porém, vejamos alguns conceitos necessarios.

Definicdo (Particdo de um intervalo): Considere um intervalo qualquer [a,b]. Uma parti¢do P de [a,b] é um
subconjunto finito de pontos:

P={x, x,, X, X } € [a,b] tal que a€P e bEP,
que divide [a,b] em n intervalos, de modo que:
a=x,<x,<x,<--<x <x =h.

Note que podemos obter uma parti¢do de qualquer intervalo [a,b]. Além disso, o intervalo [x,_,x] € chamado
de i-ésimo intervalo da parti¢do P, cujo comprimento é x—x, = Axe

X', (x-x_,) = b-a. (Verifique!)
Exemplos: Considere o intervalo [1,2].

a) Note que, o conjunto {1,1.25,1.5,1.75,2} é uma particao de [1,2]. O comprimento de cada intervalo dessa
particao é 0.25;

b) O conjunto {1,1.1,1.2,1.3,:--,1.9,2} também é uma particdo do intervalo [1,2]. Nesse caso, o comprimento
de cada intervalo dessa partigao é 0.1.

Para entendermos o conceito de integral definida, vamos estudar o significado geométrico da integral, que
€ a area. Para isso, considere uma parti¢do P do intervalo [a,b] como dada na defini¢do e seja Ax=x-x_, 0
comprimento do i-ésimo intervalo de P. Em cada um desses intervalos [x,_,, X,] escolha um ponto qualquer
c. E para cada i, i=1,2,---,n, vamos construir um retangulo de base Ax, e altura f(c ), de modo que cada re-
tangulo formado pelos i-ésimos intervalos tem area f(c, )Ax,. (Ver Figura 1)

Definicdo (Soma de Riemann): A soma das areas dos n retangulos da Figura (1) dada por,

n’

i f(c,)Ax, =f(c, )Ax, +f(c, )Ax, +---+f(c, ) Ax
i-1

é chamada de soma de Riemann da funcgio f.

Figura 1 - Interpretagdo geométrica da integral

—
f(c) y

v . yf ()
AXi

X=a C2 x=b X
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Observacao: Note que se fizermos n crescer (onde n representa o nimero de retangulo), o que significa
que o intervalo Ax, serd o menor possivel, entdo a soma das areas dos n retangulos ird se aproximar da
area A da regido delimitada pela curva y=f(x), pelo eixo dos x e pelas retas x=a e x=b, dada na Figura 2.

Figura 2 - Area da regido A

y

y=f(x)

=\

>

X=a x=b X
Com base no que foi estudado até agora, podemos definir a integral definida da seguinte maneira:

Definicdo (Integral Definida): Seja f uma funcio definida no intervalo [a,b] e P uma particdo qualquer
desse intervalo. Entdo, a integral definida de f de a até b é dada por,

b n
I f(x)dx= lim Oz:f(ci )Ax
5 max Xi—) o1

4 0 desde que o limite exista e, nesse caso, dizemos que f é integravel.
Observacoes:
i. Ossimbolos aeb denotam os limites de integracao, (no caso a é o limite inferior e b é o limite superior);
ii. Podemos usar qualquer 51mbolo para representar a variavel independente, ou seja, x € uma “variavel
muda”. Isto significa que, j f dx j f dy J f dt

iii. Quando a funcao f é continua e ndo negativa em [a,b], como na Figura 1, entdo a definicdo de integral
definida coincide com a defini¢do de area.

iv. Vamos considerar que as nossas fun¢des sdo sempre integraveis, uma vez que nem toda func¢ao é inte-
gravel. Todavia, um estudo mais detalhado a esse respeito pode ser visto num curso de Analise Real. A
principio, vamos considerar sem demonstrar que toda fung¢do continua em [a,b] é integravel em [a,b].

v. E claro que ndo vamos utilizar o limite da definicdo no calculo de uma integral definida. As técnicas de
integracdo estudadas nas integrais indefinidas sdo validas para o caso de integrais definidas, entdo fare-
mos uso delas nos calculos. [sso gracas ao Teorema Fundamental do Calculo que veremos mais a diante.

Propriedades da integral definida

As integrais definidas obedecem as seguintes propriedades, algumas ja conhecidas das integrais indefinidas.

l Sejam f uma funcdo integravel em [a,b] e k uma constante, entdo a funcdo kf é integravel em [a,b] e

jkf x)dx = kff x)dx.
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Demonstracao: Por f ser integravel em [a,b], entdo o limite llAIXn OZf ( )Ax existe e, nesse caso, temos
que,

jjkf(x)dx= N mﬁogkf(ci)mi =k mﬁogf(ci)mi =k§f(x)dx _

Observe que essa propriedade também é valida no caso das integrais indefinidas.

{l. Sejam fe g fungb()es integraveis em [a, b], entdo a fungdo f + g também é integravel em [a, b] e

[TE(x) g(x)]ax = .If(x)dxij:g(x)dx.

a

maxAx; -0

b
Demonstra(,‘ao Por f e g serem fungdes integraveis em [a,b] entdo os limites lim Zf (ci )Axi = jf (x)dx
i=1 a

e lim Zg( J.g dx existem. Logo,

maxAx; >0

n

E[f(x)+ g(x)]dx=;|:.(f+ g)x)dx=_lim 3(F+g)(c )ox

i=1

n

= méLiAxnil_)OZ[f(ci ) + g(ci ):|AX

i=1

n

= méLiAT_}OZ[f(ci )Axi + g(ci )Axi]

i=1

i Sle)ss < m S )ox

= jf(x)dx + .!:g(x)dx

]
0 caso da diferenca é analogo, uma vez que podemos ver a diferenga como uma soma.

Observacao: Note que a propriedade Il pode ser generalizada para uma soma finita de funcdes, isto &,

b

[16 (%) £, (x) +-+ £, (x) Jax = jf dx+jf Jdx +- +jf

a

IIL. Sejam c€(a,b) e f uma fungio integravel em [a,c] e em [c,b], entdo:

jjf(x)dx = jf(x)dx 4 ‘lff(x)dx.

Demonstracdo: Para toda particdo P de [a,b] com ceP, podemos considerar o intervalo [a,c] dividido em m
subintervalos e o intervalo [c,b] dividido em n-m subintervalos. E uma vez que f é integravel em [a,c] e em
[c,b], temos que os limites existem. Logo,

ma!(lAI:Lozf( AX —If dxemélgxril% Zn:f(ci)Axi =j1f(x)dx

i=m+1

b

J(s)os= tim 3¥(c =, mﬁ[y( o + if(ci)AxiJ

a i=m+1

=[ma£1Am_)OZf( )ax, ]+(mahArxn_)0 (¢ AXiJ

i=m+1

= ;‘jf(x)dx + _l[f(x)dx

CALCULO II

Autora: Maria Joseane Felipe Guedes Macédo

CII



| - TECNICAS DE INTEGRACAO

Observacao: Nessas condi¢des, essa propriedade pode ser generalizada para um nimero de pontos fini-
tos dentro do intervalo (a,b).

b
IV. Seja f uma fungdo integravel e tal que f(x)=0,V x€ [a,b], entdo _[f(x)dx >0.

Demonstragao: Como f(x)=0,V X € [a, b], segue que

f(ci)ZO,Vciel: 1,x:|:>2f( )Ax >0= lim Zf( )Ax >0.

maxAx; —0
i=1

Portanto,

Jrx)as= tim () 20

a |

V. Sejam f e g integraveis em [a,b] tais que f(x)=>g(x) V x€[a,b], entdo

E‘f(x)dx > Eg(x)dx

Demonstracgdo: Por hipotese,
f(x)=g(x) Vx € [ab] = f(x)-g(x)=0 = (f-g)(x)=0,V x €[a,b].

Logo, das proposi¢oes (1V) e (II) temos,

42 b o SN
! dx>0:>j[ g(x)]dxZO:Jf(X)dX—Jg(X)dX20:£f(x)dx2_!g(x)dx .

VL. Seja f uma fung¢ao continua em [a,b] entao, _[f dX < ‘ ‘dX

a

Demonstracao: Por f ser continua em [a,b] segue que f é integravel em [a,b] (Vamos omitir essa demons-
tracdo pois foge do nosso objetivo). Por outro lado, segue que |f| também é continua e, consequentemente,
|f] é integravel.

Além disso, das propriedades de médulo temos:
fRO<If) | e -|f(x) |<f(x) = -|f(x) |<fE)<IfE) |.
Pela propriedade (V), temos

[l (o= e

a

e portanto,

;if(x)dx

Sj|f(x)|dx

CALCULO II
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O teorema fundamental do calculo

UN 01

0 Teorema Fundamental do Calculo faz a ligacdo entre a integragio e derivacdo. Ele nos da uma maneira
bem mais pratica de se resolver uma integral definida de uma fun¢do, desde que se conheca a sua primiti-
va. E com isso, nos livramos de trabalhar com o limite visto na definicdo de integral definida.

12 Teorema Fundamental do Calculo: Sejam f uma fungio integravel em [a,b] e F uma primitiva de
fem [a,b]. Entdo,

Existe independente da escolha dos c..
Por outro lado, f admite uma primitiva F em [a,b], logo:
F’ (x)=f(x),vx € [a,b].

Seja P:a=x <x,<x,<--<x =b uma partigdo qualquer de [a,b], entdo podemos escrever:

F(b)-F(a) = S[F(x,)-F(x.,)]- ¢, ) (Verifiquen)

i=1

Entdo, pelo Teorema do Valor Médio temos que existe C, € I:Xi—l X, :' tal que:

F(x)=F(x,, ) =F()(x,-x.) (%)
Substituindo (*,) em (*, ), temos
F(b) F(2)= S ()5, ., )= F(0)-Fla) = H(E ),
i1 =1
Devido a particdo P ser arbitraria, entdo passando ao limite:

b

[f(x)dx =mém%gf(q)mi —F(b)-F(a).

a

Portanto,

Jf(x)dx=F(b)-F(a). u
Observagio: Podemos denotar a diferen:,‘a F(b)-F(a) por F(x)|b.

Com o Teorema Fundamental do Calculo podemos demonstrar facilmente a seguinte proposicao.

Proposic¢ao: Seja f uma fungao integravel em [a,b].

i. Sea < b, entdo 'Tf(x)dx

ii. Sea = b e f(a) existe, entdo If(x)dx =0

CALCULO II

Autora: Maria Joseane Felipe Guedes Macédo

ClII



44

| - TECNICAS DE INTEGRACAO

Demonstracao:

i. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que:

Jr(x)ax=F(b) - #(a)=—[ F(a)~F(b)]=—fr (x)ax

a b |

ii. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:
[f(x)dx=F(a)-F(a) 0.
a .

Observacao: Apesar desse topico ser bem tedrico, vamos nos deter a resolver as integrais definidas uti-
lizando as técnicas de integracdo ja estudadas para integrais indefinidas. Porém, é importante que vocés
saibam demonstrar as propriedades das integrais definidas e saber aplicar bem o Teorema Fundamental
do Célculo devido a sua importancia no nosso estudo.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcular as seguintes integrais definidas:

a) _[sen x dx.
0

Solucgao: A maneira de resolver é semelhante ao caso das integrais indefinidas, a tinica diferenca é que
a constante de integracdo ndo ird aparecer uma vez que temos os limites de integracdo, os quais serdo
substituidos no final do processo, via Teorema Fundamental do Calculo. Vejamos como proceder.

Sabemos que a integral indefinida é dada por,

J.senxdx =—CcoSX+C.

Agora, vamos aplicar a primitiva da fun¢do sen x, nos limites de integracdo conforme o Teorema Fun-
damental do Calculo, como segue.

nsenxdx=—cos Xn=—cos nt)—|—cos(0))=—(-1)+1=2.
0
0
Assim, temos que:
.Tfsenxdx=2.
0

Note que primeiro calculamos a integral e depois aplicamos os limites de integracao.

b) j(2x3 +3x% - 1)dx.

0

Solucao: Primeiro calculemos a integral indefinida e, em seguida, vamos aplicar os limites de integra-

¢do, como segue.

1 4 1
S| X x| =Li1-1-[%40-0]-1.

. 2 , 2 2 2

0

1 , , & &
j(2x +3x —1)dx =(27+3?—XJ

Logo,
¢ 1
I(2X3 +3x* —1)dx ==,
A 2

2 7

c) .[ X dx.
12+x°
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Solucao: Note que pararesolver essa integral precisamos recorrer a técnica de substituicdo, inclusive esse
exercicio ja foi resolvido na forma de integral indefinida (ver se¢ao sobre integracdo por substituicdo).

Primeiro vamos fazer a substituicdo u = 2+x® = du = 8x” dx. Entdo, resolvendo a integral na forma
indefinida temos,

J X78d L d—u=11n|u|+c=lln‘2+xg‘+c.
2+X 8°u 8 8
Dai, pelo Teorema Fundamental do Calculo,
2y 1 ! 1 1 1, (258) 1
!2”8 dx=§ln(2+x8)1 =§ln(2+28)—§ln(2+18) =§[ln(258)—ln(3ﬂ =§ln[Tj = Inge.
Logo,
2 X 1
!2+X8dx—§ln86.

Observagao: Outra maneira de resolver essa questdo é fazendo a mudanca de varidvel também nos limites
de integracao, vejamos.

Fazendo a substituigdo u=2+x® = du=8x’ dx, temos que os limites de integracdo passam a ser,
x=1=>u=3 e x=2=u=258.

Desse modo,

=%[1n(258)—1n(3)] =%1n86.

Note que as duas formas de resolver a integral levam ao mesmo resultado, de modo que a escolha do pro-
cedimento fica ao seu critério.

d) [xcosxdx.

ot a

Solugio: Ja resolvemos a integral indefinida [ x cosx dx utilizando a técnica de integragdo por partes
(ver pagina 21). Logo,

.[X cosxdx = xsenx + cosx +C.

Entao, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:

%: Esen r +cos I —[0 sen 0 +cos 0]:E~1+0—1:£—1.
0 2 2 2 2 2

oSt— |

xcosxdx = (X senx + COSX)

Logo,

O v [ 3

xcosxdx:E—l.
2

EXERCICIO PROPOSTO
1. Resolva as seguintes integrais definidas:

% .

a) j(x+1)dx; b) JZ'[3X5 +2x° _ljdx; ) J cos(Zx)dx; d) J.x sen(xz +1)dx
0 -1 X 0 0
e) j‘xeSXdX; f) ][-zeélxsenxdx; g) j‘ﬂdxl h) j‘X—HdX, 1) ? 1 dX-
) 0 Xt -2x+1 71(x+2)2 0 V1-x
CALcuLO 11
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APLICACOES DA
INTEGRAL DEFINIDA

Nesta unidade estudaremos algumas das aplicagdes das inte-
grais de modo a dar sentido ao estudo feito na Unidade I. Na Uni-
dade |, aprendemos a trabalhar com a “ferramenta” integral. Agora,
vamos estudar como aplicar essa ferramenta importantissima que é
a integral definida. Entre as aplicagdes, estudaremos o célculo de
comprimento de curvas, o calculo de area de regides no plano e
de volume de sélidos de revolugdo. E claro que existem muitas ou-
tras aplicagées das integrais nas mais diversas areas como a Fisica,
Quimica, entre outras. Algumas aplica¢des na Fisica, por exemplo,
podem ser encontradas nos livros basicos de Célculo.

Ao final dessa Unidade o aluno devera saber:
* Aplicar os conhecimentos adquiridos sobre a integral de-
finida no célculo de areas de regides planas e volumes de

sélidos de revolucao;

* Calcular o comprimento de uma curva utilizando a integral

definida.
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Aplicacoes das integrais
no calculo de areas

UN 02

O calculo de area

Uma das aplicagdes mais simples da integral definida é o calculo de area em superficies planas delimitadas
por curvas. Vamos entender como se calculam essas areas utilizando a ferramenta integral.

Antigamente, pelo menos 2500 anos atras, um dos métodos mais utilizados no calculo de areas, de uma
figura plana, foi 0 “método da exaustdo”, onde os gregos encontravam a area de qualquer poligono dividin-
do-o em n tridngulos e somando-se as areas de tais tridngulos. Para calcular a area de uma regiio plana
qualquer era feito uma circunscrigio na figura com poligonos, de modo que o aumento dos lados desses

poligonos implica numa aproximagdo mais fiel da area da figura, como segue.
Desse modo, seja A a area do poligono inscrito com n lados, fazendo n—co entdo a drea A _ficara cada vez
mais proxima da area do circulo A. Logo,

A=limA .

n—oo

Figura 3 - Método de exaustdo para o calculo da drea de um circulo

Anee

O objetivo dessa segdo é aprender a calcular a drea de uma regido no plano fazendo uso da integral defini-
da. Para facilitar o entendimento do assunto, vamos dividir o nosso estudo sobre o calculo de 4reas através
da integral definida em trés casos:

Caso 1 (Area sob curvas) - Conjunto delimitado por duas retas verticais, o eixo x e uma funcio
continua nio negativa f

Consideremos a area A delimitada no plano pela funcdo f, continua no intervalo [a,b], em f(x)=>0 V x € [a,b],

pelas retas verticais x=a, x=Db e o eixo x (y=0), como na Figura (4).

Figura 4 - Area da regido A delimitada por uma fungdo nio negativa

y

]
N
/ N\
N e
A
X=a x=b X
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50

Uma pergunta que surge é: como devemos calcular a drea da regido A?
Uma tentativa seria dividir essa regido em pequenos retangulos de duas maneiras:

i. Ndo excedendo o limite imposto pela curva f;

Figura 5 - Area dos retangulos nio excede o limite imposto pela curva f

y

ii. Excedendo o limite imposto pela curva f;

Figura 6 - Area dos retangulos excede o limite imposto pela curva f

y

y=f(x)

X=a x=b X

De qualquer modo, nos dois casos devemos considerar uma parti¢ao P do intervalo [a,b] dada por,
a=x,<x,<Xx,<--<x <X =b.

Considere também, c_. e c_ em [x , x] tais que f(c_) seja o valor minimo e f(c_) seja o valor maximo de f
i1 i2 i-17 i1 i2

em [x , x,]. Como ja vimos, anteriormente, que a drea da regido A recai numa soma de Riemann, entdo te-

n
remos a soma de Riemann Zf(ci1 )Axi, que serd uma aproximacgao por falta de area, enquanto que a soma
i=1

n
Zf (ci2 )AXi sera uma aproximacao por excesso de area. Logo temos,
i=1 n n
Z"f(ci1 )AXi <A< Z:f(ciZ )Axi.
i=1 i=1
Em qualquer dos casos, fazendo max Ax —0, se torna natural definirmos a drea da regido A da seguinte maneira:

A= If(x)dx

a

CALCULO II
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule a area da regido plana limitada pela curva y=x?+1, pelo eixo x (y=0) e pelas retas verticais x=-1 e x=1.

Solugao: Vamos utilizar a integral definida para calcular a drea da regido delimitada na figura abaixo:

-1 1 X

Desse modo, a area da regido A é dada pela férmula,
b
A= If(x)dx.

Note que os limites de integracdo sdo as interse¢des das retas verticais com o eixo x. Assim, temos que

1 3 1 _
A=[(x+1)dx=A=|T+x S R e S SN O
<% 3 L, 3 3 3 3
Observagao: Como nao estamos preocupados com a unidade real de cada area, utilizaremos a abre-
viacdo u.a., que significa unidades de area.

2. Calcule a area da regido plana limitada pela curvay = \/; epelaretax=2.

Solucgao: Observe na figura, a seguir, a regido a qual queremos calcular a area:

y
2 —
1—
0
T T T T
-2 -1 0 1 2 3 X
-1

Nesse caso, diferentemente do caso anterior, ndo temos duas retas verticais para delimitar os limites
de integracdo. Note que o limite inferior é obtido pela intersecdo da curva y com o eixo x, ja o limite
superior é determinado pela interse¢ao da reta vertical x=2 com o eixo x. (Na auséncia das retas ver-
ticais os limites de integracao sdo determinados pelas interse¢des da curva com o eixo x).

Desse modo, temos que a area da regido em destaque é dada por,

2

21
A=Ixidx=

0

2
_20e] =2V8-0=-2 = (a2 2 ua
3|73 3 3

N‘W|><N\w

0
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3. Calcule a area do conjunto do plano limitado pelas curvas y=In x, x=3 e 0 eixo x.

Solucdo: O conjunto, para o qual queremos calcular a area, esta representado geometricamente na
figura a seguir.

y
3-
2
1-
0
-1 0 1 2 3 4 X
-1
-2/

De forma que a area do conjunto é dada pela integral,
3
A= jln x dx.
1

5 2 Aintegral [In x dx é facilmente resolvida utilizando o método de integragdo por partes (ver o exercicio
resolvido na secdo de integracdo por partes). Portanto, temos:

3
1

Azilnxdx :(xlnx—x)| :(31n3—3)—(11n1—1):31n3—2:> A=1n(27)—2u.a.
1

Observe, nesse caso, que o exercicio ndo especificou que a area a ser calculada deveria esta
entre as retas x=1 e x=3, o0 enunciado citou apenas x=3. Porém, ao fazer o esbog¢o do grafico

DICA observamos que a intersecdo entre a curva e o eixo x ocorre em x=1. Lembre-se que In 1=0, é
Se vocé anda nessa hora que se faz necessario o seu conhecimento acerca da fung¢ao envolvida.

esquecido do que foi estudo

nas disciplinas anteriores
acerca de algumas funcodes
e suas propriedades, nao
perca tempo; recorra ao
seu material e faga uma Solucdo: Vamos utilizar a integral definida para calcular a area dessa regido, representada no plano
breve revisao. através do grafico a seguir.

4. Calcule a area da regido plana limitada pela curva y=1-x? e pela reta y=0.
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Uma vez que o exercicio ndo fixou retas verticais que delimitassem a area da regio, os limites de inte-
gracao foram obtidos através das intersecoes da curva com o eixo X, como segue.

1
A:j(l—xz)dsz:{x—g}l :2—§:> Azgu.a.

-1

EXERCICIO PROPOSTO

1. Para as fungdes dadas a seguir, faca um esboco das regides planas delimitadas pelas curvas e, em segui-
da, calcule a area de tais regides:

a) y=x*+1,x=0,x=3 e 0 eixo x; b) yzm, X=2 e 0 eixXo X;

C) y=x*-2x+2 e y=4; d) y=x*4+2x+2 e y=3;

e) y=\/; e x=3 e 0 eixo x; f) y=sen x, x=0 e x=3, e 0 eixo0 X;
g) y=Inx, x=2 e o eixo x; h) y=tg x, x=0, x=1 e y=0.

Caso 2 - Conjunto delimitado por duas retas verticais, o eixo x e uma funcao continua negativa f

Consideremos, agora, a drea A delimitada no plano pela fung¢do f, continua no intervalo [a,b], f(x)<0 V x €
[a,b], pelas retas verticais x=a, x=Db e o eixo x (y=0), como na Figura.

Figura 7 - Area de regiio A delimitada por uma funcio negativa

y

Nesse caso, a area da regido A é dada por:

b

J'f(x)dx

a

A= ou A:—bf(x)dx

a

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule a area da regido delimitada pela curva y=x2-1 e pela reta y=0.

Solucdo: Note que essa regido é semelhante a regido do exercicio resolvido (4; p. 50). A diferenga,
nesse caso, é que a regido situa-se abaixo do eixo x e a area é dada pelo mddulo da integral.

y
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Assim, temos que:

1

I(XZ - 1)dx

—1

A=

= _—4 = |A=—ua.
3

J5-1He-

2. Calcule a area da regido limitada pelo grafico de f(x)=x?+x-2, pelas retas verticais x=0 e x=2 e pelo eixo x.

Solucao: A regido cuja area queremos calcular pode ser visualizada no grafico a seguir:

)

fry

23 =

Note que, tal area é compreendida pelas regides I e Il da figura anterior. Além disso, como a regiao I
se situa abaixo do eixo x, devemos tomar a sua area como o médulo da integral. Desse modo, a area
total serd dada pela soma das areas referentes as regides I e II, que denotaremos por A, e A, respecti-
vamente. Isto é,

A=A +A,

Onde,

1 1 X3 XZ 1 |

Alzjf(x)dx:j(xz+x—2)d :?+7—2x =—{=A, =—ua

0 0 0

E,
. . X x i 11
A, =If(x)dx=f(x2 +X—2)dX= ?+——2XJ =|A, =?ua

Portanto, 1 1 '

EXERCICIO PROPOSTO

1. Faca um esboco das regioes planas delimitadas pelas curva, em cada item e, em seguida, calcule a area
de tais regides:

. b1
a) f(x)=x’+x-2 e 0 eixo x; d) y=cos X, x =—, x=m e y=0.
2
. 1 . .
b) y=In x, as retas verticais x = E' X=2 e 0 eixX0 X; €) y=sen X, X=TI, X=2T € 0 eiX0 X.

) y=x3, pelas retas verticais x=-1, x=1 e o eixo x (y=0);
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Caso 3 (Area entre curvas) - A regiio, a ser calculada a area, é limitada por duas fun¢ées continuas
em [a,b] e f(x) 2g(x), V x € [a,b]

Nesse caso, a area da regido delimitada pelas curvas das fungdes f e g é dada pela diferenca entre as areas
da regido demarcada pela curva f e da regido delimitada pela curva g, como segue.

A= ;ff(x)dx - ;fg(x)dx = ‘T[f(x) —g(x)}dx.

a

Logo,

A=

[f(x) —g(x)]dx.

D ey T

Geometricamente,

Figura 8 - Area da regido A delimitada pelas funcées fe g

y
f
N
\v
A
— ¥
g
X
X=a x=b

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule a area da regido delimitada pelas curvas y = \/; ey= %

Solucgio: A regido a qual queremos calcular a area é representada em destaque no grafico a seguir. Ob-
serve que ndo foram necessarias retas verticais para delimitarem a regido. Nesse caso a regido esta deli-
mitada pela intersecgdo das duas curvas. Desse modo, em exercicios como esse, devemos determinar as
intersec¢des entre as curvas antes de ir para os calculos, pois tais interse¢des sdo os limites de integracao.

DICA
Lembre-se que
2 -
y:\/; devemos fazer a diferenca
S entre a “funcao maior”
menos a “funcao menor”.

Primeiro devemos determinar
a intersecao entre as duas

2 1 0 1 2 3 4 X curvas (tais intersecdes

também sao vistas

-1+ no grafico).

Logo, a area da regido é dada pela integral da diferenca das duas curvas.

Uma maneira de determinar as intersegdes entre as curvas (sem ser através dos graficos) é igualar as
duas fungdes, como segue:

Jx =

X
2

CALCULO II

Autora: Maria Joseane Felipe Guedes Macédo



Il - APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Elevando a tltima igualdade ao quadrado e considerando x>0 (para ndo termos problema com o do-

minio da fungdo y=\/;), temos:
2
2 X x2 7 p
(\/;) = E :>X=I:>4-X=X =X —4x=0:x(x—4)=0:>x=0 ou x=4.

Dessa maneira, determinamos precisamente as interseg¢des entre as curvas. Observemos, através do

- ~ A ~ X . . .
grafico, que a fungdo y=vx é maior do que a fun¢do y =—, no intervalo de interesse. Logo, a area da
regido é dada por: 2

4

4 2
A=I \/;—i dx = g\/X_3—X— =i:> Aziu.a.
2 2 3 4 3 3

0

2. Calcule a area da regido delimitada pelas curvas y=x? y=vx, x=0 e x=2.

Solucdo: A regido a qual queremos calcular a area é representada em destaque no grafico a seguir.
Observe que a regido que queremos calcular a area pode ser visualizada no grafico a seguir. Observe
que essa regido é dividida em duas partes, desse modo temos que a area total é dada por,

A=A +A,

12 X

Desse modo,

2 3 5 37 3 _
A, = J[ ¥ = Jax= 4, - X 2ol oa =2 27| (12|54, =2 28,
1 3 3 |, 3 3 3 3

Portanto,

Aot ma-e2TB8 L 10-208 e

3
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3. Calcule a area do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x*< y < 4-x2.

Solucao: A regido para a qual queremos calcular a area pode ser visualizada no grafico a seguir.

y
fx) - x*
34
2-
fx)=4-%
7-
3 2 1 0 1 3 X
_1-
r

Note que a drea a qual o exercicio se refere é delimitada por x* < y < 4-x?, isso significa que queremos
a area da regido em que a curva y=4-x* é maior do que a curva y=x? e por isso os pontos(¥, y) sdo tais
que X2 <y < 4-x2

Vamos, primeiramente, determinar a intersecdo entre as duas curvas, como segue:

X2 =4—x* = 2%* =4:>x2=2:x=$\/5.

Uma vez determinada a intersec¢do entre as duas curvas, podemos calcular a area, como segue abaixo:
¥ ¥ 2"

A= I [(4—x2)—(xz)]dx = J. 4 - 2x*dx :(4)(—2—}
5 5 3

@ - 4(—\5)—2@

3

-

N

u.a.

=4\/5—¥+4\/_—4\3/£: A=16\/5

3

EXERCICIO PROPOSTO

1. Nos exercicios a seguir, faga um esbogo da regido no plano e, em seguida, calcule a area de tais regides
para cada item:

a)y=x’+1le y:%x+5; b)y=x*ey=x; C)y=x3ey=%;
d)y=4-x’ey=x+2; e)y =x3>-x e 0 eixo x; f)y:%xzey=2;
gy=vxey=x
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Aplicacoes das integrais no calculo
de volumes de solidos de revolucao

UN 02

Ja estudamos como calcular a area de uma regido no plano utilizando a integral definida. Nesta secdo,
vamos estudar como aplicar a ferramenta integral definida para calcular o volume de um sélido de revo-
lucdo, outra aplicagdo bastante interessante. Esse problema é semelhante ao problema de calcular a area,
como veremos a seguir.

Volume de um sélido de revolucao obtido pela
rotacao de uma regiao plana em torno do eixo x

O objetivo aqui é aprender a calcular o volume de um s6lido de revolucdo, obtido pela rotacdo de uma re-
gido do plano em torno do eixo x. Em seguida, veremos como proceder quando a rotacdo se der em torno
do eixo y, ou quando ocorrer em torno de uma reta paralela a um dos eixos ordenados.

Caso 1 - Volume de um Sélido de Revolucio obtido pela rotacido de uma regido plana em torno do eixo x

Nesse caso, faremos duas consideragdes: quando a funcio f for positiva, encontra-se acima do eixo x; e
quando a funcdo f for negativa, encontra-se abaixo do eixo x.

Considere, no plano, a regido delimitada pela fun¢io continua e ndo negativa y=f(x), pela reta x=a e o eixo
%, conforme a figura a seguir.

5 8 Figura 9 - Regido do plano delimitada por uma fungio continua nio negativa

y

y=fx)
/

X=a

Obtemos um s6lido de revolucdo ao girar uma regido plana em torno de uma reta no plano. A reta em torno
da qual giramos a regido plana é chamada de eixo de revolugao.

Na Figura 10 podemos visualizar a nossa regido plana em trés dimensdes, e vamos fixar um eixo de revo-
lucdo para essa regido.

Figura 10 - Regido plana no espaco (3D)

Eixo de
Revolucao

CALCULO II
C II Autora: Maria Joseane Felipe Guedes Macédo




Il - APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Girando a regido plana em torno do seu eixo de revolucdo podemos obter o sélido de revolu¢ado visualizado
na Figura 11.

Figura 11 - Sélido de revolucdo

Vamos definir, formalmente, o volume de um soélido S gerado pela rotagdo da regido plana R, em torno do
eixo x. Dividiremos o nosso estudo em trés casos, considerando, primeiro, o caso em que a regido R é deli-
mitada por uma tnica fun¢do continua nio negativa; segundo, o caso em que R é delimitada por uma tnica
fung¢do continua negativa em alguns pontos do intervalo e; terceiro, o caso em que a regido R é delimitada
por duas func¢des continuas.

Caso 1(a) - A regido do plano R é delimitada por uma funcio y=f(x), continua e niao negativa no
intervalo [a,b], e pelas retas x=a e x=b.

Desse modo, considere y uma fun¢do continua e ndo negativa no intervalo [a,b]. Seja R a regido plana de-
limitada pela curva y=f(x) e pelas retas x=a e x=b, (ver Figura 12.)

Figura 12 - Regido no plano definida pela fun¢do nao negativa y=f(x)

y=fx)

X=a x=b X
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Agora vamos girar aregido plana R, em torno do eixo x, a fim de obter o s6lido de revolucdo, dado na Figura
abaixo.

Figura 13 - Sdlido de revolugdo obtido apds rotacdo da regido plana R

= -
R TSN BESEY L 4s

Para definir formalmente o volume do sélido de revolugio S, considere uma particdo P do intervalo [a,b],

dada por a=x, <X, <X, < < xn=b. Para cadai=1,2,---,n, considere um retangulo R, de base Ax. e altura f(ci),
(ver Figura). Fazendo cada retangulo R, girar em torno do eixo x, obtemos um cilindro como sélido de revo-
lugdo, visto em destaque na Figura 14. Note que o cilindro obtido nesse processo tem raio f(c, ) e altura Ax.

Figura 14 - Cilindro obtido pela rotagdo de cada retangulo R, em torno do eixo x

N ‘_f; :
y=f(x)
AC)
R
~N
X=a Ci x=b -

X

Assim, temos que o volume de cada cilindro é dado por,
Area da base x altura
2
V.= n[f(ci )] AX,.

Desse modo, a soma dos volumes dos n cilindros nos d4 uma aproximacdo do volume do sélido de revo-
lucdo S, dada por:

Fazendo n—o = Ax—0, temos uma soma de Riemann e, finalmente, podemos definir o volume do sé6lido
de revolucdo S através da integral,
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Esse é o volume de um sélido de revolugao S obtido pela rotacdo da regido plana R em torno do eixo x,
como na Figura 15. Esse método também é chamado de método do disco.

Figura 15 - Sélido de revolugdo obtido pela rotacdo da regiao R em torno do eixo x

y A

)

A 4

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine o volume do sélido de revolucdo, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x, delimi-

tada pela curvay = %xz +1, pelo eixo x e pelas retas x=0 e x=2.

Solucao: Podemos visualizar a regido R e o sdlido de revolucdo gerado pela rotagido de R em torno do
eixo x nas figuras a seguir.

Regido plano Sélido obtido apés rotagdo da regiao no plano

y y

Sabemos que o volume do sélido é dado pela formula

V= ni[f(x)]z dx.

a

As retas verticais x=0 e x=2 delimitam os limites de integracdo, de modo que o volume é obtido por,

(el ] 201 Y 94
Vznj Zx*+1 dx:V=nI XX+l |ldx=>V=n —+=—+x | =|V="nuv.
I\ 2 4 2003 ), 15

Como nao estamos preocupados em saber qual é a unidade em que estamos trabalhando, utilizaremos
a abreviatura u.v. que significa unidades de volume.
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2. Determine o volume do s6lido de revolugao, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
. T
tada pela curva y=sen x, pelo eixo x e pelareta x = >

Solucgao: Podemos visualizar a regido R no grafico a seguir.

y=sen x

L] L] L]
0 L 3\X
2

Desse modo, o volume do s6lido de revolucao gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x é
dado por,

T

V=nj(sen x)z dx=V =njsen2xdx (D
0 0

SIS

Vamos calcular a integral indefinida | sen? x dx e ,em seguida, aplicamos os limites de integragio. Essa
integral pode ser calculada de duas formas, utilizando o método de integracdo por partes ou utilizando
a seguinte identidade trigonomeétrica,

1—cos2x
72 .

sen’x =

Desse modo, temos que:

Il—costdX

1 1 1 11 1 1
Isenzx dx = =—Idx——fc052x dx=—X——-—sen2x+c=—X——sen2x+-cC. (2)
2 2 2 22 2 4

Substituindo (2) em (1), temos:

k4

z 1 1 2 1 :
V =rn|sen’xdx=n| =x——sen2x | =n E——sen 2-E :n——ﬂsenn
A 2 4 N 2 4 2 2 4

Portanto, o volume do sélido de revolugao é dado por:

V= n—u.v.
2

EXERCICIO PROPOSTO

1. Determine o volume do sélido de revolucio, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva y=x? pelo eixo x e pelas retas x=0 e x=2.

2. Determine o volume do sélido de revolu¢do gerado pela rotagdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva f(x) =\/;, pelo eixo x e pela reta x=2.

3. Determine o volume do sélido de revolucido gerado pela rotagio da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva f(x)=x+1, pelo eixo x e pela reta x=3.

4. Determine o volume do sélido de revolugdo, gerado pela rotacao da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva y=cos x, pelo eixo x e pela reta x=0.

5. Determine o volume do sélido de revolucdo, gerado pela rotacio da regido R em torno do eixo x, delimi-
. T
tada pela curva y=sen x, pelo eixo x e pela reta x = 3
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Caso 1(b) - A regido do plano R é delimitada por uma funcao y=f(x), continua em [a,b] e negativa
em alguns pontos desse intervalo, e pelas retas x=a e x=b.

Observemos as figuras a seguir. Note que a area da regido na Figura é equivalente a regido da Figura, o
que sugere tomar mddulo da fun¢io y=f(x) para o calculo do volume do s6lido de revolucdo gerado pela
rotacdo dessa regido plana.

Figura 16.a - Regido do plano delimitada por Figura 16.b - Regido do plano delimitada
uma fungdo y=f(x) negativa em alguns pontos por uma fungdo y=f(x) ndo negativa e de area
do intervalo [a,b] equivalente a da regido plana da Figura (16.a)
YA y A

N

X X

Observe que a rotacdo em qualquer dos casos 16.a e 16.b, resulta no mesmo sélido de revolugao, visto na
Figura a seguir.

Figura 17 - Sélido obtido pela a rotagdo da regido da Figura 16.a e 16.b em torno do eixo x

vy A

»
>

v

Além disso, como [f(x) ]*=|f(x) |* temos que o volume desse s6lido também sera dado por,

V= nji[f(x)]z dx.

a

Observemos também que esse caso ainda faz parte do chamado método do disco.

D EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine o volume do sélido de revolucao, gerado pela rotagdo da regido R em torno do eixo %, delimi-
tada pela curva y=-x? pelo eixo x e pela reta x=1.
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Solucao: Podemos visualizar a regido R na figura a seguir.

Como a regido situa-se abaixo do eixo x, o que significa que estamos no caso 2, devemos calcular o
volume do s6lido de revolugdo gerado pela rotacdo da regido em torno do eixo x, por:

1
V= n_l[(—xz )2 dx=>V= nj;x“dx =V= 1{%} =|V= gu.v.

0

0

64 2. Determine o volume do s6lido de revoluc¢do, gerado pela rotagdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva y=x3, pelo eixo x e pelas retas x=-1 e x=1.
Determinar o valor do volume do sélido, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x.

Soluc¢ao: Podemos visualizar a regido R na figura a seguir.

Y A
2_
1-
=1l R:
T T >
) R 0 1 2 X
-1

Note que temos duas regides destacadas na figura, de modo que o volume do sélido de revolucao ge-
rado ao fazer a rotacao da regido em destaque em torno do eixo x é dado por,

0 2 1 2 0 1
V:nj(—x3) dx+nj(x3) dX:V:nIxﬁdx+nIX6dx:>
0 -1

-1 0

1 7 i
V=nIx6dx:V=n L N V=2—nu.v.
7], 7

=il

1
Observacao: Note que poderiamos ter calculado o volume por V = j(x3 )2 dx.
-1
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Determine o volume do sélido de revolucio, gerado pela rotagio da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva y:—\/;, pelo eixo x e pela reta x=3.

2. Determine o volume do s6lido de revolugao, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva y=x3, pelo eixo x e pelas retas x=-1 e x=2.

3. Determine o volume do sélido de revolucio, gerado pela rotagio da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pela curva y=x?-2x-2, pelo eixo x e pelas retas x=0 e x=2.

Caso 1(c) - Aregido R é delimitada por duas fungdes continuas f e g em [a,b], tais que f(x)=2g(x),V x€ [a,b].

A Figura 18 mostra a regiao R do plano, delimitada pelas fungoes f e g. Esse caso é semelhante ao estudado
no calculo de areas de regides delimitadas por duas curvas. Aqui temos que o volume do sélido de revolugao,
gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x é dado pela diferenca entre o volume do sélido gerado
pela rotagao da regido delimitada apenas pela curva y=f(x) e as retas x=a e x=b e o volume do s6lido gerado
pela rotagdo da regido delimitada apenas pela curva y=g(x) e as retas x=a e x=b. Isto é,

V= njf(x)z dx — n;fg(x)z dx.

Portanto, o volume do sélido S, gerado pela rotagdo da regido R em torno do eixo x, é dado por:
b 2 2
v=af([o(x)] [e(x)] Ja.

Figura 18 - Regiao R do plano delimitada por duas fun¢des continuas f e g em [a,b], tais que f(x)2g(x),V x € [a,b].

y A

»
L
X

X=a x=b

Note que ao girarmos essa regido plana em torno do eixo X, o s6lido de revolucido obtido tera um orificio no
meio. De modo que as sec¢des transversais perpendiculares ao eixo de revolucdo serdo anéis e ndo discos,
por esse motivo tal método é conhecido como método do anel.

EXERCICIO RESOLVIDO

Determine o volume do sélido de revolugao, gerado pela rotacdo daregiao R em torno do eixo x, delimitada

1
pelas curvasy = Exz +1, y=x e pela reta x=2.

Solucgao:

o 4
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Nesse caso, o sélido para o qual queremos determinar o volume é delimitado pelas curvas de duas
funcdes de modo que utilizaremos a seguinte formula:

b

v=f([£()] ~[e(] Jox

a

Assim, temos:

2. Determine o volume do sélido de revolucdo, gerado pela rotagio da regido R em torno do eixo x, delimi-

tada pelas curvas y=\/; e y=X.

Solucao: A figura a seguir mostra a regido R que sera rotacionada em torno do eixo x. Verifique que as
interseccoes entre as curvas ocorrem nos pontos x=0 e x=1. (Fizemos algo semelhante no calculo de

areas, ver sec¢io anterior.

Nesse caso, temos que o volume do sdlido de revolucdo gerado é dado por,

1 Jx) -2 h , x| n
V=n_ﬂ( x) -X }dx=n_(‘:(x—x )dx:>V=n{?—?} = Vzgu.v.

0

EXERCICIO PROPOSTO

1. Determine o volume do s6lido de revolucio, gerado pela rotacio da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pelas curvasy = 2\/; ey =2x.

2. Determine o volume do 1sélido de revolucdo, gerado pela rotagdo da regiao R em torno do eixo x, delimi-
tada pelas curvas y = x* + > y=xepelasretasx=0ex=1.

3. Determine o volume do s6lido de revolugao, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pelas curvasy = x*e y =vVX.

4. Determine o volume do s6lido )c(ie revolucao, gerado pela rotacdo da regido R em torno do eixo x, delimi-
tada pelas curvasy =senxey = >
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Volume de um sdlido de revolucao obtido pela
rotacao de uma regiao plana em torno do eixo y

Agora vamos estudar o caso em que aregido plana R ird rotacionar em torno do eixo y, como nas figuras a seguir:

Figura 19.a - Regido plana R Figura 19.b - Sélido de revolucgdo apds rotagdo
da regido R em torno do eixo y
Y A
314
e
2 R
x=g(y) x=g(y)
17
C
A -
| - ” L] L] L] L] :
0 1 2 X 2 1 0 1 2 X

Nesse caso, queremos calcular o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagao da curva x = g(y), para
valores de y tais que c <y < d. Logo, o volume sera dado por

v=af[ely)] o

C

Observacao: Caso a fungdo nio esteja na variavel y, teremos que calcular a sua inversa, se possivel. Esse
método ainda é uma variacio do método do disco.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido plana
delimitada pelas curvasy = x*+1,x > 0,ey = 4.

Solucgao: Podemos visualizar a regido do plano na figura a seguir:

i \
4
3
y=x’+1
2 -
1
+ >
0 1 2 x

Desse modo, o volume do s6lido de revolucdo gerado pela rotacdo da regido, da figura anterior, em
torno do eixo y é dado por:

4
Vznjt(\/y—l)z dy:>V=njf(y—1)dy:>V=7{y—22—y} = V=97nu.v.
1 1 1

Observe que para calcularmos tal volume, determinamos a inversa da fun¢do y = x°+1, considerando
que x = 0. Além disso, o intervalo que limita a regido no eixo y é [1,4].
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Determine o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotagdo, em torno do eixo y, da regido plana
delimitada pelas curvasy = x5, ey = 3.

2. Determine o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotagdo, em torno do eixo y, da regido plana
delimitada pelas curvasy =x%, x> 0,ey = 2.

3. Determine o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagdo, em torno do eixo y, da regido plana
delimitada pelas curvas y?=3x,y =0ey = 3.

4. Determine o volume do s6lido de revolucdo gerado pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido plana
delimitada pelas curvas y*-x=0,y=0ey = 1.

Volume de um sélido de revolugao obtido pela
rotacao de uma regiao plana em torno de uma
reta paralela a um dos eixos coordenados

Podem ocorrer dois casos, o primeiro quando o eixo de revolugdo é uma reta x=M, paralela ao eixo y,
Figura 20.a, e o segundo quando o eixo de revolugdo é uma reta y=N, paralela ao eixo %, os quais podem
ser visualizados na Figura 20.b.

No primeiro caso, quando o eixo de revolugdo é a reta x=M, procedemos da seguinte forma para calcular
o volume do sélido de revolugdo gerado ap6s a rotacgao.

v=f[ely)-mTa.

C

No segundo caso, quando o eixo de revolucdo é a reta y=N, procedemos da seguinte maneira:

V= nj)‘[f(x) - N]Z dx.

a

Observacao: Esse método ainda é uma variacdo do método do disco.

Figura 20.a - Regido plana cuja rotagdo sera Figura 20.b - Regido plana com rotagdo em
em torno da reta paralela ao eixo y torno da reta paralela ao eixo x
YA
" A 4 y/x)
d /
34 34
2 J x=g(y) 7.
N
C 1
) T T T T >
0o 1 M 3 X o 19 2 36 47 X

CALCULO II
C II Autora: Maria Joseane Felipe Guedes Macédo




Il - APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine o volume do sélido gerado pela rotagao, em torno da reta y=1, de uma regido limitada pelas
curvasyzx/;,xz lex=3.

Solucgao: A regido pode ser visualizada na figura a seguir:

YA
24
y=vx
/
1
T ’X
0 1 2 3

Como a rotacao é em torno da reta y=1, paralela ao eixo x, podemos calcular o volume do sélido gera-
do apés a rotacdo da seguinte maneira:

2 8]

3 3 =
v=nj[&_l]zdx:n;(x_z&ﬂ)dx:n{%_gxa+x} R P T
1 1 1

. . ~ 1 e
2. Determine o volume do sélido gerado pela rotagao, em torno da reta x =—, de uma regiao limitada pelas
curvas y=x3,y=2 ey=1. 2

a1 . . X ~ : 1
Solucdo: Visualizemos, na figura a seguir, a regido cuja rotagao serd em torno da reta x = 7

YA
= AL
S5
2
y:X3
1
T T >
0 1 2 X

Nesse caso, temos que o volume do sé6lido de revolugao é dado por:

2 1 2 Z 2 1 5 4 2
Ll 2 L 9 32 32 1
V=n||ly?—=|dy=n||y*-y3+—|dy=n| =y ——y3 +-y | =
f{y 2} y ![y y 4] y {Sy Y 4y]1

1
3 3
VZK[M}:

10
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Determine o volume do sdlido gerado pela rotagdo, em torno da reta y=2, de uma regido limitada pelas
curvasy=—x=3ey=2.

X

. - ~ 1 x e
2. Determine o volume do sélido gerado pela rotacao, em torno da reta x = —, de uma regiao limitada pelas
curvasy =x*ey = 2. 2
3. Determinle o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno da reta y=2, de uma regiao limitada pelas
curvasy=X—Z,X= 2ey=2.

4. Determine o volume do s6lido gerado pela rotacdo, em torno da reta x=1, de uma regiao limitada pelas

3
curvasy=\/;, y=Eex=1.

Método das cascas cilindricas

Outra forma de calcular o volume de um s6lido de revolucdo é utilizando o método das cascas cilindricas.
Vejamos como devemos proceder para utilizar tal método.

Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b], com a>0, e tal que f(x)=0 e A o conjunto do plano, dado por
A={(x,y)€ R% a<x<b e0<y<f(x) }. Note que essa regido esta delimitada pela fun¢io ndo negativa f e pelo
eixo x no intervalo [a,b].

Consideremos o solido S obtido pela rotagido do conjunto A em torno da reta vertical x=L, com a=L; isto
é, areta x=L pode no maximo tocar a regido A, porém sem intercepta-la. Também pode ocorrer dessa reta
coincidir com o eixo y, nesse caso L=0. Visualizemos, um exemplo de tal regido A, na figura a seguir.

Figura 21 -Regido plana referente ao conjunto A

v A
ey p-=--------- ™

X,'_;C,' X,' b >x

x=L a

Note que o eixo de rotacdo é perpendicular ao eixo que contém o intervalo natural de integracio.

Considere a partigdo P :=a =x <x,<x,<-- <X =buma parti¢do de [a,b] e seja c, 0 ponto médio de [x_,,
x]. Dividindo a regido A em n retangulos, temos que o i-ésimo retdngulo tem altura f(c) e largura Ax =
x-X,_,, conforme Figura 21. Ao girar esse retangulo em torno da reta vertical x = L. obtemos uma casca
cilindrica de volume V.. Imagine, agora, que ao cortar e desenrolar essa casca cilindrica obtemos um s6-
lido, aproximadamente plano e regular. De modo que o volume da casca cilindrica é, aproximadamente,
o volume da fatia retangular plana, ou seja,

V= largura X altura X espessura,
ou ainda,

V.=2n(c-L) f(c) Ax.

CALCULO II

Autora: Maria Joseane Felipe Guedes Macédo



Il - APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Somando-se (soma de Riemann) os volumes das cascas cilindricas gerados pelos n retdngulos, com a parti-
¢do P, temos uma aproximac¢do do volume do sélido S. Passando ao limite quando n—oo nessa soma, temos

V= lim SV, = lim S (2e(c, - L)f(c, ), ) = [2n(x~L)f(x)dx
i=1 i=1 a

Portanto, obtemos o volume do sélido de revolucgdo S, através do método das cascas cilindricas, pela se-

guinte integral definida: )

V= 2n£(x—L)f(x)dx,

onde x=L é uma reta vertical arbitraria com L<a.

No caso em que a reta x=L coincidir com o eixo y, a equagio anterior se reduz a:

V= 27t_l|)‘xf(x)dx.

a

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Utilizando o método da casca cilindrica, determine o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotacdo
da regido compreendida entre o eixo x e a parabola y=f(x)=4x-2x% em torno da reta x=-1.

Solucgao: Podemos visualizar a regido R no plano através da figura a seguir.
-\

24

v

Nesse caso, a volume do sélido de revolucao gerado pela rotacdo da regido plana em torno da reta
x=-1 é dado pela seguinte integral definida:

Y = 20— (—1)) (4267 ) = 2] (257 — 2+ ) = 2] 26— Lt 122t | =32
—ﬂj(x—(— ))( X—X)X— TE‘[(X_XJFX) X—TCgX —EX+X —?TCU.V.

0 0 0

2. Utilizando o método da casca cilindrica, determine o volume do sélido de revolugido gerado pela rotagao
da regido compreendida entre o eixo x e a parabola y=f(x)=3x-x? em torno do eixo y.

Solucao: Podemos visualizar a regido R plana através do grafico a seguir.

YA

Utilizando o método das cascas cilindricas, podemos calcular o volume do sé6lido de revolugdo gerado
da seguinte maneira:

i 2 F 2 .3 3 x* i 271
V=27I.(I;X(3X—X )dx=2n;[(3x —X )dx=21{x —Tl=7u.v.
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Utilizando o método da casca cilindrica, determine o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotagdo
da regido compreendida entre o eixo X e a parabola y=f(x)=3x-x?, em torno da reta x=-1.

2. Utilizando o método da casca cilindrica, determine o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagao
da regido compreendida entre o eixo x e a parabola y=f(x)=4x-2x* em torno do eixo y.

3. Utilizando o método da casca cilindrica, determine o volume do sélido de revolugao gerado pela rotagao
da regido compreendida entre o eixo X e a pardbola y=-x4+7x-10 em torno da reta x=1.

Aplicacao da integral no calculo de
comprimento de arco de uma curva plana

UN 02

Ja vimos como se aplica a ferramenta integral no calculo de areas de regides planas e no calculo de volu-
mes de sélidos de revolugdo. Veremos, agora, como utilizar a integral para calcular o comprimento de arco
de uma curva plana, num dado intervalo [a,b], através de sua equagdo cartesiana.

Comprimento do arco de uma curva C qualquer

7 2 A ideia utilizada é semelhante a realizada no célculo de area e volume. Vamos dividir o intervalo [a,b] e
com isso obteremos uma poligonal de modo que o seu comprimento nos dara uma aproximacdo do com-
primento do arco de tal curva, vejamos a figura a seguir:

y Figura 22 - Comprimento do arco de uma curva plana

A

f(x;)

E————

|
f(xi.1) ,I

\ |
X | |
|

|
) Xi- Xi

1 i

a=Xo Xi X2 Xz« b=x.

Sejam f uma func¢do continua e derivavel no intervalo [a,b], C uma curva de equagio y=f(x) e P uma parti-
¢do de [a,b], dada por a=x < x, < x,< - <b=x .

Dessa maneira, temos que a parti¢do P gera uma poligonal. Denotaremos I, o comprimento do i-ésimo
segmento da poligonal, e I o comprimento da poligonal compreendida no intervalo [a,b]. Observe que cada
I. pode ser determinado através do conhecido do Teorema de Pitagoras, ver o destaque na Figura 22. Desse
modo, temos que o comprimento [, de cada segmento é dado por:

L =\/(X1 —xo)z +(f(x1)—f(xo))2;
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Portanto, o comprimento total da poligonal é dado por:

I- ZJ( —x) () f(x )

Pelo Teorema do Valor Médio, pois f é derivavel em [a,b], temos que para cada intervalo [x_,, X] existe
cE(x_, x) tal que:

i-1’

f(Xi)_f(Xi_l) =f (Ci)(Xi_Xi—l)’ Vi= 1‘ 2’...‘ n.

Logo, podemos escrever:

Note que a equagio (1) representa uma soma de Riemann para a fungdo ,/1+ [f’(x)}z .Logo, fazendo Ax —0,

temos intuitivamente que o comprimento da poligonal se aproximara cada vez mais do comprimento da
curva C. Em termos matematicos, temos que o comprimento da curva plana C é dado por,

C= ;f,}l +[f’(x)]2dx.

EXERCICIO RESOLVIDO
1. Calcule o comprimento do arco da curva dada pory = \/;3 +1no intervalo [0,4].

Solugdo: Nesse caso, a curva é dada pela equagdo f(x) = \/;3 +1, donde segue que

1

f’(x):%xg.

Logo, o comprimento da curva é dado por:

4

1Y 4 >
1+(%sz dx=f,/1+%xdx=%(1+%xj :c:%(w\/ﬁ—l): C=9,07u.c.
0

0

/ 9
Observacao: A integral J- 1 +ZXdX é facilmente resolvida utilizando o método de substituicdo, basta

9 : S . :
fazeru=1+ Zx. A abreviatura u.c. significa unidade de comprimento.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule o comprimento do arco da curva dada pory = %x3 +6i—2 no intervalo [1,2].
X

2. Calcule o comprimento do arco da curva dada pory = \/;3 —9no intervalo [0,3].
3. Calcule o comprimento do arco da curva dada por y = -x*+7x -10 no intervalo [2,4].

4. Calcule o comprimento do arco da curva dada por y = x*+3x -1 no intervalo [-1,1].
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INTEGRAIS IMPROPRIAS,
NOCOES BASICAS DE SEQUENCIAS
E SERIES NUMERICAS

O objetivo desta unidade é, num primeiro momento, es-
tender o conceito de integral de modo a trabalhar com inte-
grais de fungdes ndo limitadas ou com limites de integragédo
infinitos, isto é, estudar as integrais improprias. Em seguida,
iremos fazer um estudo exploratério sobre sequéncias e sé-
ries numeéricas.

Ao final dessa unidade vocé deveré saber:

* Resolver uma integral imprépria;
e Definir e calcular o limite de uma sequéncia numérica;
e Estudar a alguns tipos de séries numéricas.
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Integrais improprias

Até o momento, trabalhamos com integrais de fun¢des definidas, continuas e limitadas num intervalo
fechado. Agora vamos relaxar algumas dessas hipéteses. Isto é, vamos estender o conceito de integral
definida para o caso em que o intervalo de integracao é infinito (isto significa que a fun¢ao nao é definida
apenas num intervalo fechado) ou quando a fun¢ao integrando tem uma descontinuidade infinita em tal
intervalo (nesse caso, a fungdo pode ser definida num intervalo fechado, mas nao é limitada).

Dessa forma, vamos descobrir como devemos proceder para calcular integrais do tipo,

+o0 b b

If(x)dx ou If(x)dx ou If(x)dx, com f ndo limitada.

a —%0 a
Tais integrais, conhecidas como integrais imprdprias, surgem em diversas aplicacdes, especialmente
quando é preciso considerar uma regido que se estende indefinidamente ao longo do eixo x. Podemos
citar alguns exemplos de aplicacdes das integrais improéprias como na Teoria Cinética dos Gases, o estudo
de forcas entre particulas quando a distancia tende a infinito, entre outros.

Integrais improprias com
limites de integracao infinitos

Podemos observar na figura a seguir, a regido infinita R. Por ser uma regido infinita, a nossa primeira in-
tuicdo é que sua area também seja infinita. Serd que isso realmente ocorre? Vamos tentar responder essa
questdo no decorrer do nosso estudo. Primeiramente, vamos definir formalmente a integral improépria
com limites de integracao infinitos.

Figura 23 - Regido infinita R
y A

y

Definicao - Integral Imprépria com Limites de Integracao Infinitos

i. Seja f uma funcdo continua para todo x>a, definimos

t+o0
a

Tf(x)dx = lim tf(x)dx,
caso tal limite exista; )

ii. Seja f uma funcdo continua para todo x<b, definimos

bf X dx=limbf x)dx,

caso tal limite exista;

iii. Seja f uma fung¢do continua para todo x, definimos

Ef(x)dx = j;f(x)dx + ;rf(x)dx,

caso tais limites existam;
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Observacao: As integrais improprias J. dx e jf dx sdo ditas convergentes se os respectivos limi-

tes existem e sdo finitos, e dlvergentes caso os limites néo existam ou sejam infinitos.

Note que o estudo das integrais imprdprias recai no estudo da integral definida e de limites (visto na dis-
ciplina de Calculo I).

EXERCICIO RESOLVIDO

. ks e o 1 .
1. Calcule a area da regido a direita de x=1, delimitada pela curvay =—e o eixo x.
X

Solucao: Observemos tal regido no grafico a seguir.

YA
2 |
1) \\
R
0o 1 2 3 4 5 6 7 =

A area da regido destacada na figura é dada por,

A= j—dx = llm dx (1)

t—>+o0
1X

o . 1 . o
Primeiro vamos calcular a integral j—zdx, em seguida passamos ao limite. Desse modo,
1 X

1 (2)

& —
!%dx =—1 .

X

1

Substituindo (2) em (1), segue

Cor1 (-1
A=lim —de=11m —+1(=0+1=1.

t—+0 t—>+0
1 X t

Logo, podemos concluir que a area da regido R é A=1 u.a. Observe que, apesar da regido ser infinita,

+00
ela possui area finita. Isto significa que a integral imprépria j —dx é convergente.
X
1

. o n o 1 .
2. Calcule a area da regido delimitada pela curvay =—, o eixo x e a reta x=1, com x>0.
X

Solucao: Visualizemos tal regido no grafico a seguir.
y A

2

R
o 1 2 3 4 5 6 7 X

A area da regido destacada na figura é dada por;

Y

+0 t
A= jldx=1im ldx:1im(1nt—1n1)=1im1nt=+oo.
1 X

to+0d ¥ t—>+0 t—>+0
1
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(1
Diferentemente do exercicio anterior, verificamos que a integral imprépria I —dx é divergente e, por-
tanto, a regido infinita possui area infinita. 1

Observacao: Qualquer das integrais improéprias da defini¢do pode ser interpretada geometricamente
como area, desde que a fungdo em questdo seja positiva.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Investigue as seguintes integrais imprdprias:

t 2x ; X N 1 't 4 T ﬂf
a) _J;e dx b) wae dx 0) !?dx d)J;(Z—x )dx e)j—dx

2. Calcule a area da regido delimitada pela curva y=In x, o eixo x e a reta x=1, considere a regido a direita de x=1.

3. Calcule a area da regido delimitada pela curva y=e* e o eixo x, a esquerda de x=0.

Integrais improprias com integrandos infinitos

Vamos considerar, agora, o caso em que a func¢do integrando tem limite infinito. Ou seja, mesmo sendo
uma fun¢do definida num intervalo limitado, f ndo é limitada em algum ponto desse intervalo, conforme a
figura a seguir. Observe que, nesse caso, também estamos trabalhando com uma regido infinita e podemos
fazer os mesmos questionamentos da se¢io anterior.

Figura 24 - Regido infinita R onde f é ndo limitada em x=c

y A

0 a C b X

Nesse caso, para calcular a area da regido R, utilizaremos a seguinte definicdo de integral improépria.
Definicdo - Integrais Improéprias com Integrandos Infinitos

i. Seja f uma funcdo continua em [a,b) e tal que lim f(x) = to0, entdo
x—b~

bf X dx=limtf x )dx,
3 t—b~ 3

caso tal limite exista.

ii. Seja f uma func¢do continua em (a,b] e tal que lim f(x) = to0, entdo
b

[e(x )dx—hmjf

t—at
a

caso tal limite exista.
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c b
iii. Seja f uma funcdo continua para todo x€[a,b], exceto em x=c€(a,b), e jf(x)dx e _[f(x)dx integrais
convergentes (limites laterais em c infinitos), definimos: a c

Ef(x)dx=§f(x)dx+if(x)dx =lim;[f(x)dx+limjtff(x)dx,

[ t—c”

caso ambos os limites os limites existam.

EXERCICIO RESOLVIDO
1

x—1

2
1. Investigue a integral I dx.
1

Solugao: Note que a fun¢do nio é limitada em x=1. Desse modo, temos

2

dx

2

1 :
j dx =lim
1x—1 119 x—1
Primeiramente, vamos resolver a integral indefinida para em seguida substituirmos na expressao an-
terior. Assim, resolvendo a integral indefinida (método da substitui¢ao)

J.xi dx=ln‘x—1‘+c.

Desse modo,

[ = tim[n(x~1) = lim[in(1)~In(t~1)]=—limn(t~1)=~(~z0) =cz

2 x—1 t—>1" t t—>1" t—>1"

Logo, a integral improépria é divergente.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Investigue as seguintes integrais improéprias:

3 1 1 d 0 1 d
a)'l[x_zdx, b)_([l_xz X c)jIW X;

Sequéncias numericas

A partir desta se¢do, vamos fazer um estudo introdutoério a cerca de sequéncias e séries de nimeros reais.
Vocé ira se aprofundar mais no assunto quando for estudar a disciplina Introducao a Analise Real. Desse
modo, vamos omitir as demonstracdes dos teoremas que serdo mencionados.

Defini¢ao (Sequéncia): Uma sequéncia de ntimeros reais é¢ uma fun¢ao f:N — R, dada por f(n)=x , com n=>1.

A notacdo utilizada para representar uma sequéncia numérica cujo termo geral € x_é: (x ) _, ou, simples-
mente, (xn) ou ainda na sua forma estendida (Xr X, xn,m).

Observe que o dominio de uma sequéncia é pontual, uma vez que se trata do conjunto dos nimeros naturais.
Por conveniéncia, estamos considerando o conjunto dos nimeros naturais para valores maiores ou iguais a 1.

Vejamos alguns exemplos de sequéncias numéricas:

1 11 1 a
a) (HLN :(1’5’5'”"5""} c) ((—1) )HEN =(-1,1,-1,1,-1,-+-);

0 (n), ~(123n) o(1) ~(111-)
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Defini¢do (Limite de uma Sequéncia): Dizemos que a sequéncia (x ) converge para o nimero a, se para
cada £>0 existe um numero natural N (possivelmente dependente de €) e tal que

n>N=|x -a| <e
Tal limite sera denotado por limn_>oo X =a, ou lim X =a, ou simplemente X —a.

Quando o limite de uma sequéncia existe e € finito dizemos que tal sequencia é convergente. Caso o limite
ndo exista ou seja (+ ), dizemos que tal sequéncia é divergente. Para calcular o limite de uma sequéncia,
basta calcularmos o limite do seu termo geral e todas as propriedades estudadas para limites de fungdes
também valem para limites de sequéncias. (Vale a pena relembra-las!)

Defini¢do (Subsequéncia): uma subseqiiéncia de (x )n_, de (x ) € a restri¢do da fungdo f ao conjunto
infinito N’={r11, n,, nk,m}, comn,<n,<--n<n, <o

Exemplo: Da sequéncia ((-1)"), ., = (-1,1,-1,1,-1,--) podemos retirar duas subsequiéncias distintas dadas por,
((-1)2 )neN =(1,1,1,,1,) e ((-1)2n+1)neN =(-1,-1,-1,++,-1,--)

que sdo as subsequiéncias constante igual a 1 e igual a -1.

Teorema: Se (x ) € uma sequéncia tal que x —a, entdo toda subseqiiéncia de (x ) também converge para a.

0 Teorema anterior é normalmente utilizado para mostrar que uma sequéncia ndo é convergente, pois
dele podemos obter a seguinte conclusao: “Se uma sequéncia (x ) possue duas subseqiiéncias com limites
distintos, entdo (x ) € divergente.”

Exemplo: Do exemplo anterior, podemos concluir que a sequéncia ((-1)" ), _, € divergente, pois possui
duas subseqtiéncias com limites distintos, uma converge para 1 e a outra converge para -1.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule o limite da seguinte sequéncia numérica:

o571

Solucao: Para calcular tal limite vamos proceder da mesma forma que aprendemos na disciplina Cal-
culo L. Nesse caso, veja que temos uma indeterminacao do tipo (c0-00) e para contornar tal situacio
devemos multiplicar e dividir a expressao pelo seu conjugado. Isto &,

limvn+1-+n =limyn+1-vn ntl \/_ lim— 2170 i ,—
n—ow n—o0 In+ \/_ n—o [n+1+\/7 n—o n+1 \/_

Logo, a sequéncia dada converge para o limite 0.

2n’ +n+5
b) —
n“+2n N

Solugdo: Nesse caso, ao fazer n tender a infinito, teremos uma indeterminagio do tipo [

o0

w ~
— | Entao,
antes de passar ao limite devemos dividir o numerador e o denominador pela maior poténcia de n

(mesmo procedimento usando para calcular limites infinitos na disciplina Calculo I). Desse modo,

2n’ +n+5 2n2+n+5 2+1+5
2n’ +n+5 2 o n? n p? 2+0+0 2
lim 1’12 D2 im 21‘1 =lim-1 Zn N _jjpm—0 0 - ===
n—>o € 42n >0 4+2n % n_+2_n n—® 1+E 1+0 1
n’ n° n’ n

Portanto, a sequéncia dada é convergente e seu valor é 2.
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%)
n[N

Solugdo: Nesse caso, o limite é intuitivo uma vez que uma constante dividido por um niimero muito

grande vai tender a zero. Entdo,
.10 10
lim—=—=

n—® 1) o0

0.

E portanto, essa sequéncia também é convergente.

d (n + 1)
) n/N
Solugao: Nesse caso, também vale a intuigdo, uma vez que por n—, observa-se que a sequéncia nao
sera limitada. Portanto,
lim(n + 1) =0,
n—o

Logo, essa sequéncia é divergente.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Verifique se as sequéncias a seguir sdo convergentes ou divergentes. Em caso de convergéncia, calcule
o seu limite.

2 2
a) _ 3 : b) n 2+ 3 : ) 2 .
n’+2n+1 i 2n*+1) nj .
d) (5) ; e) isen(n) ; f) 1 ;
niN n N 2n+1 N
g) [ij ; h) Zmz J ; i) [1 +ij :
€ Jun 3 N 2n /N

Séries numéricas

Nesta se¢do, vamos estudar algumas noc¢des basicas sobre séries numéricas. Os matematicos voltaram
suas atenc¢oes para o estudo de séries numéricas devido a curiosidade de termos muitas vezes uma soma
infinita de termos resultando em um nimero.

Definicdo (Série Numérica): Uma série numérica é uma soma infinita dada por:
o0

a, +a,+a,+---+a +---:Zan,
n=1

onde a € R € 0 n-ésimo termo da série.

Exemplos:

(1 1 1 1
=l ===
a);{n] +2+3+ +n+
b)i(n):1+2+3+~--+n+---
n=1

(1 1 1 1
2 =14+=—+—+-+ 4+
C) (2111} 2 22 2n—1

n=1
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Algumas series de numeros reais especiais

Algumas séries numéricas apresentam as mesmas caracteristicas e, por isso, sdo classificadas em determi-
nados grupos. Vejamos algumas dessas séries a seguir.

Série Geométrica:

Uma série é dita geométrica quando cada termo dessa série é obtido multiplicando-se o seu termo prece-
dente pelo mesmo valor, chamado de razio da série. De uma maneira mais forma, as séries geométricas
sdo da forma

©

a+ar+ar2+--~+ar“+---=Zar“,

n=0

onde a e r sdo nameros reais fixados, com a#0, e r é a razdo da série, a qual pode ser positiva ou negativa.

Uma das vantagens da série geométrica é que podemos determinar a sua convergéncia, ou divergéncia.
Para isso devemos considerar |r|#1. Para isso, consideremos a soma parcial.

S =a+ar+ar’+---+ar"

Multiplicando a equagdo anterior pela razdo r, temos:

rS =ra+ar’ +ar’ +---+ar"’

Desse modo, temos
S —rS, =a—ar™ :Sn(l—r):a(l—r“”)

Isto €,

Desse modo,

. _ n+l
Zar“ =1limS_ =lima(1 ! )
2 =S =

<1 ~ a -
Logo, se |r|<1 entdo limr™" =0, e entdo essa soma converge para—— Se |r|>1 entdo limr"" = ¢, con-
7 —> . —_ n—o
sequentemente, a série diverge. 1-r
Resumindo,

a
—,se‘r|<1

o0
1-r
Sar'-
n=0 diverge,se|r‘ >1.
P-Séries
Uma p-série é uma série da forma
21

p!
n:On

onde p é um numero real. Assim como na série geométrica, podemos estudar a convergéncia ou divergén-
cia da p-série. Nesse caso, a convergéncia ou divergéncia da p-série é dada por:

1 converge,sep>1
Z nP diverge,sep <1.

n=0

Observacao: Pesquise a convergéncia e divergéncia das p-séries.
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Verifique a convergéncia ou divergéncia das séries geométricas a seguir. Caso convirjam, calcule o valor
da soma:

21
a T
)nZ:;‘S“

~ fs . ~ 1 . A .
Solucdo: Note que a série é geométrica de razao q =§, cujo médulo é menor do que 1, e portanto a

série é convergente. Podemos visualizar a série na forma expandida:

21 1 1 1 1
—=1+—F—+—+ - +—+
= 3" 3 9 27 3"

1
Além disso, note que cada termo dessa série é obtido multiplicando-se o termo anterior pela razdo 3

b) 28] ;

3
Solucao: Note que essa série também é uma série geométrica, mas de razio q =—, e portanto ’q’
. Ou seja, de acordo com os nossos estudos essa série é divergente.

—{>1

Observacgao: Tente escrever essa série na forma expandida e verifique que a sua razio realmente é

3_1s
2

Solucdo: Essa é uma p-série, com p = 2 > 1. Portanto essa série é convergente.

“1
S s
n 3

=0
n

~ - 2 R %
Solucgao: Temos, agora, uma p-série com p = 5 <1, e portanto é divergente.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Verifique a convergéncia ou divergéncia das séries a seguir. Caso convirjam calcule o valor da soma:
V3l 255 7)
) i[% —n]? ) i%

n nan
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Limite de uma série de numeros reais

Defini¢do (Soma parcial): A sequéncia (S,) das somas parciais da série Zan é definida por:
n=1

S, =a,
S2 =a, +a,

S =a +a,+---+a
n 1 2 n
Se a sequéncia das somas parciais convergir para um limite S, entdo a série é convergente e converge para
o limite S. Se a sequéncia das somas parciais da série ndo converge, dizemos que a série é divergente.
Isto é,

Za =limS .
n n—oo n

n=1
Ou seja, calcular o valor (caso exista) de uma série se resume a calcular o limite das somas parciais da
série.

E nesse caso, valem todas as propriedades de limites estudadas no Calculo L.

PEXERCICIO PROPOSTO

©

1. Mostre que a série Z
n=1 V1N

é convergente.

2. Determine a convergéncia ou divergéncia das seguintes séries:
o0 1 o0 2 0 2n
a) ; b) ; )y —
255 20 s 2
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