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CAPITULO 1

-

Tudo o que vamos estudar no curso de Célculo se referird a conjuntos de
nimeros reais. Estudaremos fun¢des que sdo definidas e assumem valores nesses con-
juntos. Assim, ao estudarmos limite, continuidade, derivadas e integrais dessas fungdes,
usaremos os fatos elementares a respeito dos niimeros reais.

Neste 1° capitulo, vamos analisar o conjunto dos niimeros reais. Enunciaremos
os axiomas bésicos, deduziremos propriedades, ¢ apresentaremos exemplos envolvendo
estas propriedades.

1.1 CONJUNTOS NUMERICOS

Os primeiros niimeros conhecidos pela humanidade sdo os chamados inteiros
positivos ou naturais. Temos entdo o conjunto

N=1{1,2,3,..}.

Os niimeros -1, -2, -3, ... sdo chamados inteiros negativos. A uniio do conjunto dos
nimeros naturais com os inteiros negativos e o zero (0) define o conjunto dos niimeros
inteiros que denotamos por

Z={0,£1,£2,+3, .}.
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Os ndmeros da forma m/n, n # 0, m, n € Z, sdo chamados de fracdes ¢ formam o
conjunto dos nimeros racionais. Denotamos:

O={xlx=m/in,m,ne Z,n#0}.

Finalmente encontramos ndmeros que ndo podem ser representados na forma m/n,
n#0,m, ne Z, tais como V2 = 1,414 ..., = 3,14159 ..., e = 2,71 ... . Estes nimeros
formam o conjunto dos niémeros irracionais que denotaremos por Q’.

Da unido do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos niimeros
irracionais resulta o conjunto dos niimeros reais, que denotamos por

R=QuQ.

A segulr apresentaremos os axiomas, defini¢des e propriedades referentes ao
conjunto dos niimeros reais.

No conjunto dos niimeros reais introduzimos duas operagdes, chamadas adi-
¢do e multiplicacdo que satisfazem os axiomas abaixo:

1.1.1 Fechamento. Se a e b € R, existe um e somente um niimero real denotado
por a + b, chamado soma e existe um e somente um niimero real, denotado por
ab (oua X b, ou a - b) chamado produto.

1.1.2 Comutatividade. Sea,bec Rentioa+b=b+a e a-b=>b-a.

1.1.3 Associatividade. Sea,b e ce R entio

a+b+c)=(@+b)+c € a-(b-c)=@-b)-c.

1.1.4 Distributividade. Sea, b, c € R entdo

a-(b+c)=ab+ac.

1.1.5 Existéncia de Elementos Neutros. ExistemOele Rtaisquea+0=a
€ a- 1= g, paraqualquerae R.
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1.1.6 Existéncia de Simétricos. Todo a € R tem um simétrico, denotado por —a,
tal que a + (—a) =0.

1.1.7 Existéncia de Inversos. Todo a € R, a # 0 tem um inverso, denotado por

1/a, tal que a -é =1

Usando 1.1.6 e 1.1.7 podemos definir a subtracio e a divisdo de nimeros reais.

1.1.8 Subtracdo. Sea, b€ R, adiferenca entre a ¢ b, denotada por a — b, & definida
pora—b =a +(-b).

S

1.1.9 Divisdo. Sea,be Reb#0, o0 quociente de a e b € definido por % =a -

1.2 DESIGUALDADES

Para podermos dizer que um nimero real é maior ou menor que outro, deve-
mos introduzir o conceito de niimero real positivo ¢ uma relagdo de ordem.

1.2.1 Axioma de Ordem. No conjunto dos niimeros reais existe um subconjunto
denominado de nimeros positivos, tal que:

(i) seae€ IR, exatamente uma das trés afirmacdes ocorre: a = 0; a € positivo;
— a € positivo;

(ii) a soma de dois nimeros positivos € positiva;

(iif) o produto de dois nlimeros positivos € positivo.

1.2.2 Defini¢dao. O nimero real a é negativo se e somente se — a € positivo.

1.2.3 Os simbolos < (menor que) e > (maior que) s3o definidos:

(i) a<b < b-—aépositivo;

(i) a>b e a- b é positivo. /
} P
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1.2.4 Os simbolos < (menor ou igual que) e 2 (maior ou igual que) séo definidos:
» (i) a< bosa<boua=b;
(iiy a2 bea>boua=».
Expressoes envolvendo os simbolos definidos acima sdo chamadas de DESI-

GUALDADES. a < b e a > b s@o desigualdades estritas enquanto a < be a 2 b sido
desigualdades ndo estritas.

1.2.5 Propriedades. Sejama,b,c,d € IR.
(i) Sea>b eb>c,entdoa>c.
(ii) Sea>bec>0,entdo ac > bc.
(iii) Sea>bec<0, entdo ac < bc.
(iv) Sea> b, entdo a + ¢ > b + c para todo real c.
(v) Sea>bec>d,entioa+c>b +d.
(i) Sea>b>0ec>d>0,entdo ac > bd.

As propriedades enunciadas podem ser facilmente provadas usando-se as
defini¢bes anteriores. Por exemplo:

Prova (_ia Propriedade {). (Sea>be b > c, entdo a > c).

(def)
Sea>b = (a-b) >0.

(def)
Seb>c = b -c¢c) >0.

Usando 1.2.1 (i), temos (@ —b) + (b—-¢c) >0

(def)
ou a-c>0=>a>c

.
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Prova da Propriedade ii). (Sea> b e c >0, entdo ac > bc).

(def))
Sea>b=>(a-b)>0.

Usando 1.2.1 (iii) temos (@ — b) - ¢ > 0 ou (ac — bc) > 0 e finalmente, pela
definicio, ac > bc.

1.3 VALOR ABSOLUTO

1.3.1 Definigao. O valor absoluto de a, denotado por lal, é definido como
lal=a,sea>0

lal = —a,sea<0.

1.3.2 Interpretacao Geométrica. Geometricamente o valor absoluto de a, também
chamado médulo de a, representa a distdncia entre a e 0. Escreve-se entido

lal = Va?.

1.3.3 Propriedades.

() xXl<a©o -a<x<a,ondea>0.
(i) XI>ae x>aoux<-a,ondea>0.
(iii) Sea,be R, entdo la - bl = lal - Ibl.

lal

. = |a| _
(iv) Sea,be Reb#0,entdo b| = bl

(v) (Desigualdade triangular)
Sca,b e R,entdo la + bl < lal + 1bl.
(vi) Sea, b e R,entio la— bl <lal + 1bl.

(vii) Se a, b € R, entdo lal — 1bl < la — bl.
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Vamos provar algumas das propriedades citadas.

Prova da Propriedade i). (Ixl <a < —a < x<a, onde a > 0).
Provaremos por partes:

Parte]l: —a<x<a,coma>0=lxl<a.
Se x 2 0, Ixl = x. Como, por hipétese, x < a, vem que x| < a.

Sex<0,lxl= —x. Como —a < x, aplicando a propriedade 1.2.5 iii) conclui-
mos que — x < a.

Assim, Ixl = —x < a ou seja lxl < a.

Parte2: Ixl<aondea>0=-a<x<a.

Se x 2 0, entdo Ix] = x. Como IxI < a, concluimos que x < a. Como a > 0,
scgueque —a<0eentdo —a<0<x<aouseja —a<x<a.

Se x < 0, Ixl = —x. Como por hipétese x| < a, temos que —x < a. Como x < 0,
segue que — x > 0. Portanto, —a < 0 < —x < g ou de forma equivalente ~a< x<a.

Prova da Propriedade iii). (Se a, b € R entdo la - bl = lal - 1bl).

Usando 1.3.2, vem

labl = V(@b)? = N - B2 = Na® - \p? =lal - bl.

Prova da Propriedade iv). (Sea, be Re b #0entio

Usando 1.3.2, vem




Ntimeros reais 7

Prova da Propriedade v). (Se a, b € R, entdo ia + bl < lal + |b!).

Como a, b € R, de 1.2.1(i) vem que ab é positivo, negativo ou zero. Em
qualquer caso vale,

ab < labl = lal bl (1)

Multiplicando (1) por 2, temos
2ab <2 lal |bl. 2

Daigualdade (a+b)>=a?+2ab+ b ede (2)
vem que (@+b)?<a*+2lal bl + b2
(@+b)?<lal? + 2 lal bl + b

(@ +b)?< (lal + 1bi)% €))

Tomamos a raiz quadrada de (3) e obtemos

la + bl < lal + bl

Prova da Propriedade vi). (Se a, b € R, entdo la — bl < lal + |bl).
Basta escrever a — b = a + (—b) e aplicar a propriedade v).
la-bl=la+b) < lal+1-bl

lal + 15l

Prova da Propriedade vii). (Se a, b € R, entdo lal — bl < la — bl).
Vamos fazer a — b = c. Aplicando a propriedade v, vem
lal =lc + bl <lcl + 1Bl
lal — 1bl < Icl

lal —1bl <la —bl .
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1.4 INTERVALOS

Intervalos sdo conjuntos infinitos de nimeros reais como segue:
1.4.1 Intervalo Aberto. {xla < x<b) denota-se (a, b) ou la, b].
1.4.2 Intervalo Fechado. {xla<x<b)denota-se [a, b].

1.4.3 Intervalo Fechado a Direita e Aberto a Esquerda. {xl a <x < b} de-
nota-se (a, b] ou la, b].

1.4.4 Intervalo Aberto a Direita e Fechado a Esquerda. {xla<x< b} de-
nota-se [a, b) ou [a, b[.

1.4.5 Intervalos Infinitos.

(i) {x1x> a} denota-se (a, + =) ou | a, + ==|[;
(i) {x!x=a} denota-se [a, + =) ou [a, + o [;
(iii)y {x|x < b} denota-se (—ee, b) ou ]— oo, bl[;
(iv) {x|x < b} denota-se (- =, b] ou ]- oo, b].

Podemos fazer uma representagéo gréfica dos intervalos como nos exemplos
que seguem:

ex. 1.4.1 -(2, 3) - 1 o -+
0 1 2 3 4
ex. 1.4.2 — [0, 3] e — .
0 1 2 3 4
ex. 1.43 - (1, 4] . ¢ . =
0] 1 2 3 4
ex. 1.4.4 — [0, 4) e )
0 1 2 3 4
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ex. 1.4.5 -

@ (0, + )
(if) [1,4;‘»)
(iii) (—oe, 3)

(V) (oo, 4]

1.5 EXEMPLOS

{ " I
0 1 2 3 4
o 1 2 3 4
:,,.),
0 1 2 3 4
"0 1 2 3 4

1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfazem as desigualdades abaixo.
Fazer a representagao gréifica.

0) 3+7x
3+7x-3

Ix

Tx—8x

-X

x

<

<

<

<

<

>

8x+9
8x+9-3
8x+6

8x +6—8
6

-6

(propriedade 1.2.5 iv)

(propriedade 1.2.5 iv)

(propriedade 1.2.5 iii)

Portanto, {x | x > -6} = (- 6, + =) € a solucio,

e graficamente

A~

v
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@) 7 < 5x+3<9
7-3 < 5x+3-3<9-3 (propriedade 1.2.5 iv)
4 < 5x<6
% < x< g (propriedade 1.2.5 ii)

Portanto, {x | 4/5 <x < 6/5} = (4/5, 6/5] é a solug@o,

e graficamente

- 3
4/5 6/5
X
(iii) P <5, x# -1

Vamos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x + 7. Devemos.
entdo, considerar dois casos:

Caso 1. x+7 > 0oux>-7 (propriedade 1.2.5 iv)
Entdo, x < S5@x+7) (propriedade 1.2.5 ii)

x < 5x+35

x-5x < 5x+35-5x (propriedade 1.2.5 iv)
-4x < 35
x > =35/ (propriedade 1.2.5 iii)

Portanto, {x 1 x> =7} N {xI x>-35/4} = (-7, + o) € a solucdo do caso 1.

Caso 2. x+7 < 0oux< -7
Entio, x > S5x+7)
x > 5x+35

x < -35/4

Portanto, {x | x <=7} N {x 1 x <=35/4} = (— o0, -35/4) € a solugfo do caso 2.
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A solugdo final € a unifo de (-7, + =) € (— o, —35/4) ou seja (— oo, —35/4) U (-7, + =)
ou ainda x ¢ [-35/4, -7].

Graficamente,

A L

-35/4 -7

A
v

vy x+5x-3)>0.

A desigualdade serd satisfeita quando ambos os fatores tiverem o mesmo sinal:

Caso 1. x+5 > 0e(x-3)>0o0u

x > =5 e x>3

ou
x > 3.
Caso 2. x+5 < 0ex-3<0
ou

X < —-5ex<3
ou

x < -5

A solugdo final serd a unido entre (3, + =) € (— =, —5) ou seja todos os x ¢ [-5, 3].

Geometricamente,
& — L I
€ 3 ¢ >
-5 3
2. Resolva as equacgOes:
@ 15x-31=7
Esta equacdo é verdadeira quando 5x —3 =7 ou 5x -3 = -7, ou seja, x = 2

ou x = —4/5.
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Portanto, as duas solugOes da equacio dada sdo:
x=2 e x=-4/5.

@) I7x-11 = 12x + 5L

Esta equacgdo sera satisfeita se:

Caso 1. Tx—-1 = 2x+5
Tx-2x = 5+1

5 = 6
x = 6/5.
Caso 2. Tx-1 = —(2x+5)
Tx-1 = -2x-5
Ix+2x = -5+1
9x = -4
x = —-4/9.

Portanto, a solugdo final € x =6/5S e x =-4/9.

@iy 19+ 7 =-7.

Esta equacdo ndo tem soluc@o pois o valor absoluto de um nimero nunca pode
ser negativo.

3. Encontre os nimeros reais que satisfagcam as seguintes desigualdades:
(f) 7x -2l < 4.
Aplicando a propriedade 1.3.3 (i),
-4 < Tx-2<4
-4+4+2 < Tx-2+2<4+2
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2 < T7x<6

2 x<g
7 7

Portanto, x € (-2/7, 6/7).

@) lj"’—_ﬁ <2, x = -4,

Aplicando a propriedade 1.3.3 (iv),

17 — 24 5

|4 + x| =
|7-2x| < 2]4 +x|
Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado, vem
49 -28x + 4x*> <4 (16 + 8x + X9
49 — 28x + 4x? < 64 + 32x + 4x>
49 -28x +4x* —-64-32%x—4x> < 0
-60x-15 =< O
-60x =< 15
60x -15
x = -15/60

v

x = -—1/4 ou xE[-1/4, + x).
@) 13 - X

>+ x =4, x = -2

[3-2x| <42 +%
9-12x+ 42 s 16(4+4x+5)
9—12x+4x> = 64+ 64x + 16x°
-12x*-76x~55 < O
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1222 +76x+55 = 0
12(x+5/6) x+11/2) > 0
(x+5/6)(x+112) = 0.

Procedendo como no exemplo 1 (iv) concluimos que a solucdo final serd a
unido de (— o, —11/2] e [-5/6, + =), ou seja, x ¢ (-11/2, -5/6).

4. Mostre que,sea, b€ Rca<b,entio
() x-a)@-b)>0=>x¢ [a,bl.
(i) (x—a)(x—b)20=x¢ (a,b).
(iii) (x—a) (x—b) <0 =>xe (a, b).
() x—a) (x-b)<O0=>x¢ [a, bl.

Provade (i). (x—a)(x—b)>0= x¢ [a, b)).

Os dois fatores (x — @) e (x — b) devem ter o mesmo sinal. Temos dois casos:

Caso 1. x—a > 0 e x-b>0
ou
x> a e x > b.

A solugao deste caso serd x > b ou (b, + o).

Caso 2. x—a < 0 e x-b<0
ou

xX < a € x < b.

A solugdo deste caso sertd x < a ou (— o, a).

Portanto, a solugdo final € a unifo entre (— oo, a) e (b, + =) ou seja x ¢ [a. b].
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De maneira andloga pode-se provar as demais relagdes.

1.6 EXERCICIOS

1.  Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfagam as desigualdades abaixo. Fazer a
representacdo grafica. :

1 3x 1 —x
a) 3-x<5+3x b) 2x—5<3+ 4 + 3
5 3
—3_ > . = =
) 2>-3-3x2-7 d) x<4
e) x*<9 H  *-3x+2>0
x+1 - X
—_Y — > z - -
9 1-x-2720 LRSS
) ©+1>82+x D P-DxE+4<0
2 X+ 2 4
< < >
2 x—2—x—2_1 D 2yt
X 1/2x -3
m g <4 n) 4 s >
3
0) <2 P) ©-XP-x-2>0
x -5
3 < § 1 3
q) x-3x+2<0 r) t+1%%x-2
5) 83-4-2x+1<0 n o 120-2022-11x+2.
2.  Resolver as equagdes em R.
a) 15x-31=12 by 1 -4+12xI1=7
x+ 2
¢ [ 2x-31=17x-5 d) =\ =5

x -2
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3x + 8
e) 2x—3,_4 H  13x+21=5-x
g I19%|-11=x )  2x-T7=lxl+1. :

3.  Resolver as inequacdes em R.

a) 1x+121<7 b) 13x-41<2
¢) I15-6x129 , d 12x-51>3
€) 16+2xI<l4—xl D Ix+41<12x-61
. 7 -2 1
g) 13x1>15-2xI O 5
D lx-1l+lx+2>4 D l<k+21<4
2+ x 5 1
—_— >
g I3—x >4 D ‘Zx—ll_x—2|
m) Ixl+1l<x n). 3ix-1l+IxI<l1
0) 122+3x+31<3 p)  lx=1l+lx-31<l4x]
1 1 x-1/2
- - > = Al e
P x+lix_31°5 N ey R
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Demonstrar:

a) Sea=20eb20, entdio a* = b? se e somente se a = b.
- 1
b) Sex<y,entaox<§(x+y)< .

¢) Ixl>aseesomentesex > a ou x < —a,ondea>0.

a+b

d) Se O<a<b, entioVab <



