% CAPITULO 2

MAKRON
Books

FUNCOES

Neste capitulo introduziremos um dos mais fundamentais conceitos da mate-
mética — o de funcdo. O conceito de fungio refere-se essencialmente a correspondéncia
entre conjuntos. Uma funcdo associa a elementos de um conjunto, elementos de outro
conjunto. Em nosso estudo os conjuntos envolvidos sempre serdo subconjuntos de R.
As fungoes neles definidas sdo chamadas fungdes reais de varidvel real.

2.1 DEFINICAO

Sejam A e B subconjuntos de R. Uma fungdo f: A — B é uma lei ou regra que
a cada elemento de A faz corresponder um tnico elemento de B. O conjunto A é
chamado dominio de f e € denotado por D(f). B é chamado contradominio ou campo de
valores de f.

Escrevemos: f A->B
x=fX)

ou

A —>B

x>y = fx).

18
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2.2 EXEMPLOS

Sejam A = {1,2,3,4} e B={2,3,4,5}.

(i) f: A —> B dada pelo diagrama abaixo é uma fungdo de A em B.

.l|

@ii) g A—>B
x—>x+1

¢ uma fungdo de A em B. Podemos representar g em diagrama.

A B

2.3 CONTRA-EXEMPLOS

Sejam A = {3, 4,5} e B={1,2}.

(1) f: A— B dada pelo diagrama a seguir, ndo é uma fungio de A em B, pois
o elemento 4 € A tem dois correspondentes em B.
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(ii) g: A>B
x—>x-3

ndo ¢ uma funcdo de A em B, pois o elemento 3 € A nido tem correspondente em B.
Podemos ver isto facilmente representando g em diagrama.

2.4 DEFINICAO

Sejaf: A —> B.

i) Dadoxe A, oelementof(x) € B € chamado o valor da funcéo f no ponto
Xx ou imagem de x por f.

ii) O conjunto de todos os valores assumidos pela fungdo é chamado
conjunto imagem de f e ¢ denotado por Im(f).
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2.5 EXEMPLO

Sejam A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = Z (conjunto dos inteiros) e f: A — B definida pela regra
que a cada elemento de A faz corresponder o seu dobro.
Entao: —aregra que define f é y=2x;
—a imagem do elemento 1 €2,de 2 é4 efc.;
— o dominio de f, D(f) = A;
—a imagem de f, Im(f) = {2, 4, 6, 8, 10}.

2.6 EXEMPLO

Seja f: R—>R
x—x

Entdo, D({) =R,
Im(f) = [0, + o).

Quando trabalhamos com subconjuntos de R, € usual caracterizar a fungéo
apenas pela férmula ou regra que a define. Neste caso, entende-se que o dominio de f
é o conjunto de todos os nimeros reais para os quais a fungdo estd definida.

2.7 EXEMPLOS

Determinar o dominio ¢ a imagém das funcgdes abaixo:
0 f®=1kx
Esta fun¢do s6 nio é definida para x = 0. Logo, D(f) = R — {0}.
Im(f) = R - {0}.
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(i) f(x)=x.
Para x < 0, f (x) ndo estd definida. Entdo, D(f) = [0, + o) ¢ Im(f) = [0, + ).

@) fx)=—Vx — 1.
f (x) nfo estd definida para x < 1. D(f) = [1, =) e Im(f) = (— oo, 0].

) f () = .
D@ =R e Im{f) = [0, + o).

2.8 GRAFICOS

2.8.1 Defini¢do. Sejafuma fungdo. O grifico de f ¢ o conjunto de todos os pontos
(x,f (x)) de um plano coordenado, onde x pertence ao dominio de f.

Para determinar o gréfico de uma fun¢do, assinalamos uma série de pontos,
fazendo uma tabela que nos d4 as coordenadas. No ponto em que estamos, ndo existe
outro meio de determinar o grifico a ndo ser este método rudimentar. No Capitulo S,
desenvolveremos técnicas mais eficazes para o tragado de gréficos.

2.8.2 Exemplos

(i) O grafico da fungio f (x) = x? consiste em todos os pares (x, y) € R? tais
que y = x2. Em outras palavras, é a cole¢do de todos os pares (x, x%) do plano xy. A
Figura 2.1 nos mostra o gréfico desta fung@o, onde salientamos alguns pontos, de acordo
com a tabela.



N y=x2 AY
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Figura 2-1

(if) Consideremos a funcéo f (x) = x. Os pontos de seu gréifico sdo os pares
(x, x) € R%. A Figura 2.2 mostra este gréifico.

----- @ 2)

xv

Figura 2-2

@#ii) Seja f: R— R definida por
-2, se x <=2

fIx) =4 2, se -2<x<2
4, se x> 2.

O gréfico de f pode ser visto na Figura 2.3.
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Figura 2-3

(iv) Seja fix) = Ixl. Quando x 2 0, sabemos que flx) =x. Quando x <0,
f (x) = —x. O gréfico de Ixl pode ser visto na Figura 2.4.

Figura 2-4

(v) Seja fix) = l. Entdo, D(f) = R — {0}. A Figura 2.5 mostra o gréifico
x
de f (x) = 1/x.

Podemos nos perguntar se, dada uma curva ¢ no plano xy, ela sempre repre-
senta o grafico de uma fung¢@o. A resposta € ndo. Sabemos que, se f € uma func@o, um
ponto de seu dominio pode ter somente uma imagem. Assim a curva ¢ s6 representa o

gréafico de uma fungio quando qualquer reta vertical corta a curva no méximo em um
ponto. ‘
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-2, -1/2)‘

(-1/2, 2)\ -

Figura 2-5

Na Figura 2.6 a curva ¢, representa o grifico de uma fungdo enquanto a curva
¢, ndo representa.

/}’
%
\

Figura 2-6

2.9 OPERACOES

Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir mimeros,
também podemos produzir novas fungdes através de operagdes. Estas operagdes sdo
definidas como segue:
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2.9.1 Defini¢io. Dadas as fun¢bes f e g, sua soma f + g, diferenca f — g.

produto f- g e quociente f/g, sdo definidas por:

@ F+e @) =fx)+gkx);
(i) - wW=fx-g);
@iy -9 ®=fx-gk);

: _fx)
@) () @ =15

O dominio das fungdes f+ g, f~g € f- g é a intersecgdo dos dominios de f

¢ g. O dominio de f/g € a intersec¢do dos dominios de f ¢ g, excluindo-se os pontos x
onde g (x) = 0.

2.9.2 Exemplo. Sejamf(x)=V5 — x e g(x) =Vx — 3. Entio,

F+e) (x)=V5 —x + \x = 3;

(f—g)(x)=\/5—x - Vx -3
F-ox=V5-x -Vx-3 e

\/5—x.
Nx — 3

(f7g) (x) =

Como D(f) = (— e, 5] € D(g) = [3, + <), entdo o dominiof+ g,f-g e f- g

O dominio de f/g € (3, 5]. O ponto 3 foi exclufdo porque g(x) = 0 quando

2.9.3 Defini¢do. Seféuma fungdo e k é um nimero real, definimos a fungdo kf por

k) (x) = Kf (x).

O dominio de &f coincide com o dominio de f.




Fungoes 27

2.9.4 Exemplo. Sejaf(x)=Vx* — 4 e k=3.
Entdo, (kf) ) =3 V22 — 4 e D) = (~ o, 2] U [2, + o).

2.9.5 Definicio. Dadas duas fungdes f e g, a fungdo composta de g com f, denotada
por g , f, € definida por

& o) ) =g (F ).

O dominio de g , f € o conjunto de todos os pontos x no dominio de f tais que
f (x) estd no dominio de g.

Simbolicamente,
D(g () ={xe D() / f (x) € D(g)}.

Em diagrama,

2.9.6 Exemplos

(i) Sejam f (x) =Vx e g (x) = x— 1. Encontrar g , f .
Temos,

ENM=gfx) =g x)=Vx-1.

Como D(f) =[0, + ) e Im(f) = [0, + o) = D(g) = (— oo, + o), entdo,
D(g o) =D =10, + o).
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(i) Sejamf(x)=2x—36g(x)=\/;.Encontrar:a)gof, b)fog; c)fofe
d)gog- .

a) (@oNH)=g(f(x)=g(@x—-3)=V2 - 3.

A O dominio de f € D(f) = (— e, + o) € 0 dominio de g é D(g) = [0, + o). Assim, o
domfinio de g 0 f € o conjunto de todos os nimeros reais x, tais que f (x) € [0, + ).
isto €, todos os nimeros reais tais que 2x — 3 2 0. Logo, D(g (/) = [3/2, + ).

b) (fo8) () =flg) =fiNx)=2Vx -3¢
D(f, 8) = {x € D(g) = [0, + =) / g (x) € D(f) = (— o0, + )} = [0, + e0).

) FoN®) = fEE)=f(2x-3)
= 2(2x-3)-3
| = 4x-09.
Dfof) = (~o,+5).

D (.8 @ =gE® =g x)=Wr = Vx.

D (g, 8) = [0, + ).

<
(iii) Sejam fix) = { X2, se 0<x<1

1, se x<O0
th e glx) =<2x, se 0<x<1
1, se x>1.

Determinar fo & 7
Sex<0 , (fo@@W=feW)=fH)=12=1.
Se0< x< 1, (f,8) @) =f(g®)=Ff(2x).

~Para0 < x- < %, temos 0 < 2x < 1. Logo, neste caso, (f, g) (x) = (2x)? = 4x2.
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Para % < x <1 temos 2x > 1. Assim, para este caso, (f0 g)x)=0.Sex>1,

Fo8) M=Ff@)=Ff(1)=1

I, se x<0

42, se 0<x<1/2
0, se 1/2<x<1
1, se x>1

Logov (fo g) (x) =

O dominio de f ; g € D(f ; g) = (= oo, + o).
O gréfico de f ; g pode ser visto na Figura 2.7.

1
i X
Figura 2-7
2.10 EXERCICIOS
1. Sef(x)= . _—1 , achar:
(@ f(0) b 2
© rQk @ fx-2

(&) £U/2) O A
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. 3x -1 .
2. Sef(x) = .7 determine:
- 5A- 1) - 2f10) + 3f(5
@ F=2 =0 R ® (P
() fBx-2) " @ fO+fr@Emn
h) — RO

(o 1010 O IO

3. Dadaafungfof(x) =!xl —2x, calcular f(-1), f(1/2) e f(-2/3). Mostrar que f(1al) =—1al.
ax + b : "
4. Sef(x)= x+d © d = — a, mostre que f (f (x)) = x.
fla + h) — fla) . .

S. Sefx)= 2+ 2x, achar 4 , h# 0 e interpretar o resultado geometricamente.
6. Dadad(x) = 2'; —+ 17 » forme as expressaes ¢ (1/x) e 1/p (x).
7.  Dada a fungio f (x) = x* + 1, mostrar que, para a # 0, f (1/a) = f (a)/a®.
8.  Dada a fungdo f (x) = 1/x, mostrar que f (1 + h) —f (1) =—h /(1 + k). Calcular f(a + h) —f(a).
9.  Sejaf(n) a soma dos n termos de uma progressdo aritmética. Demonstrar que

fr+3)=3f(n+2)+3f(n+1)~f(n)=0. i
10. Exprimir como funcio de x:

a) A érea de uma esfera de raio x.

b) A dreade um cubo de aresta x.

¢) A drea total de uma caixa de volume dado V, sabendo-se que a base € um quadrado de

lado x.

11. Exprimir o comprimento / de uma corda de um cfrculo de raio 4 cm, como uma fungéo de sua

distincia x cm ao centro do circulo.
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12.

13.

14.

Sejaf(x)=(x—-2)(8—x)para2<x<8.

a) Determine f (5),f (~1/2) e £ (1/2).

¢) Determine f (1 — 2¢) e indique o dominio.

d) Determine f[f(3)] e fIf(5)].

Determinar o dominio das seguintes fungdes:

- a) y=x2

) Y x—4

e) y=V& — 4x + 3

3 5
9 y=Vx+7 - "Vx+38
) y=lx+2l+4 5<x<2

1
k) y—x—x

Construir o gréfico das seguintes funges:

a) f)=x*+8x+14

o) y=(x-2)?

e) y=13

g)' f@=1d,-3<x <3

b)

d)

h

h)

b))

b)

m

b) Qual o dominio da fung¢éo f(x)?

e) Trace o gréafico de f (x).

T -x

f(x)=—x2+4x—1
=—(x+2)
y=4—x3

1
fo=
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0, se x<0
D O f=41/72, s x=0
1, se x>0

-2
x+3

) fx=

x3, se x<0
K f(x)={"" —2sxs0 ) f(x)={1, se 0<x<?2

X, O<x<?2
x2, se x22

m) f(x)=N2px.

15. Para cada uma das seguintes fung¢Ses f (x) esboce primeiro o grifico de y = f (x), depois 0
| gréfico de y = If (x)| e finalmente o grifico de y=@ + Lﬂ;)-' .

] 2
rl a f=x-2)x+1D); b) f(x)=X2;
0 F®=- d fm=4-x2
x2_9, x# -3
16. Sejamg(x)=x-3 e f(x) = x+ 3
. k, x=_3

Calcule £ tal que f (x) = g (x) para todo x.

17. Paracadaitem,calcule f+g, f—-g, f-& f/& fo & &¢fs k-f ondek €uma constante.

! @) f()=2x . g@W=2+1
b f(x)=3x-2 , g =1x
—_— x —
()] f(x)—l L2 , g =1/x

d f@W=vNx+1 , g =x-2
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

25.

e) fx)=vx -2 , g(x)=Vx -3
3
H f@=2 . gw=1/ 7k

Seja b definida por h(x) = 2x —7. Calcule h , h, h*e h+h.

Sabendo que f= g (, h, nos itens (a), (c) ¢ (d) encontre a fungdo A e no item (b) a fungdo g.

a) f@=x2+1 ,  g@W=x+1
b) f@=Vx+2 ,  h®=x+2
¢ f=a+bx , g@W=x+a
d f®=12-3x+51 , g®=lxl

Sendo f (x) = ax + b, para quais valoresde ae b tem-se (f 0 D) =4x-9?

Sejam f(x)=Vx — 4 ¢ g (x) =1/2x+ 1,x 2> 3. Calcule f o & - D€ o dominio e o conjunto
imagemde f(x), g (x) e (f( 8 ().

. 5x, x<0
Sejam flix) = —x, 0 <x <8 e g(x)=x3. Calcule f , .
Vx, x>8 '

A func¢fo g € definida por g (x) = x2. Defina uma fungdo ftal que (f,g) (x) =x,parax2 Oe
uma fung@o 4, tal que (k , g) (x) =x, parax < 0.

Sefx)= *2, encontre duas fungdes g para as quais (f; ) (x) = 43 —12x+9.

Sef(x) =X -2+ 1, encontre uma fungéo g (x) tal que (f/ g)(x) =x— 1.
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26. Dadasasfungﬁesf(x)=x2—1eg(x)=2x—1:

(a)

)

©

@

(@

Determine o dominio e o conjunto imagem de f (x).
Determine o dominio e o conjunto imagem de g ().
Construa os gréificos de f (x) e g (x).

Calcule f+g, f~g. gf, fl&.fo8 € 8, f.

Determine o dominio das funges calculadas no item (d).

2.11 FUNCOES ESPECIAIS

peciais.

A seguir vamos relacionar algumas fungbes que chamaremos de fungdes es-

2.11.1 Fungio Constante. E toda fungdo do tipo f (x) = k, que associa a qualquer

nimero real x um mesmo nimero real k.

A representag¢do grifica serd sempre uma reta paralela ao eixo do x, passando

pory =k.

O dominio da funcéo f (x) = k € D(f) = R.
O conjunto imagem € o conjunto unitirio Im(f) = {k}.
Exemplos. '

() fx)=2  [Figura 2.8.(a)].

@) f(x)=-3 [Figura 2.8.(b)].
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XV

XV

(a) (b)

Figura 2-8

2.11.2 Funcdo Identidade. E a fungdo f: R — R definida por f (x) = x.

O gréfico desta fungfo € uma reta bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes

(Figura 2.9).

N

9

o8 4

Figura 2-9

- O dominio de f (x) =x é D(f) = R.

O conjunto imagem € Im(f) = R.
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2.11.3 Funcado do 1° Grau. Fungdo do 1° grau é toda fungdo que associa a cada
nimero real x, o nimero real ax + b, a # 0. Os niimeros reais a e b sio
chamados, respectivamente, de coeficiente angular e linear.

Quando a > 0 a funcgdo f (x) = ax + b & crescente, isto é, 2 medida que x cresce,
f (x) também cresce. Quando a < 0 a fungdo f (x) = ax + b é decrescente, isto &, 3 medida
que x cresce, f (x) decresce.

O griéfico da fungdo f(x) = ax + b € uma reta nio paralela aos eixos coorde-
nados.

O dominio de f (x) =ax + b € D(f) = R.
O conjunto imagem é Im(f) = R.
Exemplos.

(&) f(x)=2x+ 3 ¢é uma fungdo do 1° grau crescente porque a > 0 (Figura

2.10).
AY
/ 4
-2 >
) --1-1 X
%
V/}
Figura 2-10
(i1) A fungdo f (x) = — 3x + 1 é uma fungdo do 1° grau decrescente

porque a < 0 (Figura 2.11).
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XY

\

&
o
Y.

Figura 2-11

(i) No movimento retilineo uniforme, o espago percorrido € uma fungéo
do tempo, expresso pela formula s = 5, + vt, onde s, e v séo
constantes € v # 0. Esta funcdo é do 12 grau.

2.11.4 Fungdo Modulo. A fungdo definida por y = lx | chama-se fungdo médulo.
O seu dominio € o conjunto D(f) = R e o conjunto imagem & Im(f) = [0, + oo).

O gréfico desta funcdo estd ilustrado na Figura 2.12.

Figura 2-12

2.11.5 Funcdo Quadratica. A fungiof: R — R definida por f(x) = ax®> + bx +c,
a#0 ¢ chamada func@o do 2°grau ou fungdo quadritica. Seu dominio ¢
D(H =R.

O gréfico de uma funcfo quadritica é uma pardbola com eixo de simetria
paralelo ao eixo dos y. Se o coeficiente de x> for positivo (a > 0), a pardbola tem a
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concavidade voltada para cima. Se a < 0, a pardbola tem a concavidade voltada para
baixo. ‘

A interseccdo do eixo de simetria com a pardbola ¢ um ponto chamado vértice.

A intersecgdo da pardbola com o eixo dos x define os zeros da fung¢do. No
quadro seguinte caracterizamos as diversas possibilidades (Figura 2.13).

i

A=b-4ac>0

A=b-4ac=0

A=b-4ac<0

a parabola inter-
cepta o eixo dos x
em dois pontos
distintos.

a parébola inter-
cepta o eixo dos
X em um Unico
ponto.

a pardbola néo
intercepta o eixo
dos x.

X, = X,
X /TN X

Figura 2-13

(/2]

% 4

[/

T

>>d'

2.11.6 Fungio Polinomial. E afungfiof: R —R definida por f{x) = ax"+ ax"~ 1+

. +a, , x+ a, onde ag, Ays oy A, Gy F 0, sdo numeros reais chamados
coeficientes e n, inteiro ndo negativo, determina o grau da fung&o.
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O gréfico de uma fungdo polinomial é uma curva que pode apresentar pontos
de méaximos e minimos. Posteriormente faremos esbogos de graficos dessas fungGes
com auxilio das derivadas.

O dominio é sempre o conjunto dos nimeros reais.

Exemplos.
(1) A fung¢fo constante f (x) = k ¢ uma funcéo polinomial de grau zero.
(ii) A fungfo f (x) = ax + b, a # 0 é uma fungdo polinomial do 1° grau.

(iii) A fungdo quadrética f (x) = ax? + bx + ¢, a # 0 € uma fungio
polinomial do 22 grau.

@iv) Afuncldof(x) = x> éuma fungao polinomial chamada fungéo cibica.
(v) A fungdo f (x) = 5x° — 6x + 7 é uma fungio polinomial de grau S.

2.11.7 Funcio Racional. E a funcdo definida como o quociente de duas fungdes
polinomiais, isto &, f(x) = %, onde p(x) e g(x) sdo polindmios e g(x) #0.

O dominio da fungéo racional € o conjunto dos reais excluindo aqueles x tais
que g(x) = 0.

Exemplos.

x -1
x+ 1

(i) Afungiofix) =
(Figura 2.14).

¢ funcdo racional de dominio D(f) =R — {1}

Figura 2-14
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(();22 1 3x _lt))(‘('r — ?: ¢ racional de dominio
x— 12)x - 3

(i) A fungdo fix) =

D({f) = R — {4, -3, 3} (Figura 2.15).

AY
'4’ '3 / »
v A 3 X
Figura 2-15

2.12 FUNCOES PARES E IMPARES

Dizemos que uma fungfo f (x) € par se, para todo x no dominio de f;, f (—x) = f (x).
Uma fungio f (x) é impar se, para todo x no dominio de f, f (-x) = — f (x).

O gréfico de uma fungéo par é simétrico em relagio ao eixo dos y e o gréfico
de uma fungdo fmpar € simétrico em relagéo a origem.

Exemplos.
() A fungdo f (x) = x? & par, j4 que f (=x) = (-x)? = X% = f (x).

(i) A fungdo f (x) = x> + x> & fmpar, j4 que f (—x) = (-x)° + (-=x)3 =
—P-B=— @+ =-f@).

(##i) A fungdo f (x) = x> + 4 ndo & par nem fmpar.
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2.13 FUNCOES PERIODICAS

Dizemos que uma funcgéo f{x) é periédica se existe um niimero real T # 0 tal
que f (x + T) = f (x) para todo x € D(f).

0] mimefo T é chamado periodo da fungio f (x).
- O gréfico de uma fungdo periédica se repete a cada intervalo de comprimento [T!.
Exemplos.

(1) Mais adiante, mostraremos que as fungdes trigonométricas fx) = sen x
e f (x) = cos x sdo periédicas de periodo T = 2m.

(ii) Afungio constante € periédica e tem como periodo qualquer niimero
T=#0.

(ii7) A Figura 2.16 mostra graficos de outras fungdes peridicas.

AY AY
L T / 4
32 A /2 3%
--_1
6 4 2 2 4 6%
Figura 2-16

2.14 FUNCAO INVERSA

Seja y = f (x) uma fungéio de A em B ou f: A — B. Se, para cada y € B, existir
exatamente um valor x € A tal que y = f (x), entdo podemos definir uma fungdo
g:B — A tal que x = g (y). A fungfo g definida desta maneira € chamada fungfo inversa
de f e denotada por f L.
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Exemplos.

(i) Afungdo f: R — R definida por y = 2x — 5 tem como fungio inversa

fY: R— R, definida por x = = (y + 5).

N[

x ~1
3 -x

(i) Afuncdo f: R — {3} — R — {-1} definida por y = admite

a fungdo inversa f " R — {-1} — R - {3} definida por

Lol
y+1

Graficamente, podemos determinar se uma fungio admite inversa. Passando
uma reta paralela ao eixo dos x, esta deve cortar o grifico em apenas um ponto. A Figura
2.17 ilustra a fungdo f* R— R dada por y = x* que nio possui inversa. Fazendo uma
restricdo conveniente no dominio, essa mesma fungdo pode admitir inversa. Por
exemplo, para x = 0 existe a inversa x; = Vy e para x < 0 existe a inversa X, = — Vy.

AY

b4 4

Figura 2-17

Para fazermos o grifico da fungdo inversa basta tracarmos a reta y = x €
observarmos a simetria.

Exemplos.

({) Afungiof: [0, + ©) — [0, + ), definida por f (x) = x tem como inversa
a fungéo g: [0, + ®) — [0, + =) dada por g (x) = Vx (ver Figura 2.18).
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(ii) A fungdo f: R — R dada por y = x* admite a fungdo inversa

3
g: R— R dada por g (x) = \/x_ (ver Figura 2.19).

U P U VU e

134 4

Figura 2-18 Figura 2-19

2.15 ALGUMAS FUNCOES ELEMENTARES

2.15.1 Fungao Exponencial. Chamamos de fungdo exponencial de base a, a fun-
¢do fde R em R que associa a cada x real o nimero real &, sendo a um
nlimero real, 0 <a # 1,

ou, i R>R
x->>y=da.

O dominio da func@o exponencial é D(f) = R. A imagem ¢ Im(f) = (0, ).
Podemos também denotar Im(f) = (0, =) = R *. '

Com relagdo ao gréfico da funcéo f (x) = &* (Figura 2.20) podemos afirmar:

1) acurva que o representa esté toda acima do eixo das abcissas, pois
y=a*> 0 para todo x € R;

2) coﬁa o eixo das ordenadas no pbnto 0, 1);

3) f(x)=d écrescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.



N
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y=4a y=4a
(a>1) (0<a<1)

(0.,1)

X X

Figura 2-20

2.15.2 Funcao Logaritmica. Dado um ndmero real a (0 < a # 1), chamamos

* fungdo logaritmica de base a a fungdo de R J* em R que associa a cada x o
numero loga x, isto é,
f: R*>R

x—>y=log, x.

As fungdes f de R * em R definida por f (x) = log, xe g de Rem R_* definida
por g (x) =a*, 0 < a # 1, sdo inversas uma da outra.

Temos D(f) =R * e Im(f) = R.

Com relag@o ao grifico da fungdo f (x) = log x (0 < a # 1) (Figura 2.21),
podemos afirmar:

1) estd todo a direita do eixo y;
2) corta o eixo das abscissas no ponto (1, 0);
3) f(x) =logx € crescente se a > 1 e decrescente se 0 <a < 1;

4) € simétrico ao gréfico da funcdo g (x) = @* em relagéo a reta y = x.




X) = dAY ) ’ AYy (@1)

2.15.3 Funcgoes Trigonométricas

FUNCAO SENO

Seja x um nimero real. Marcamos um &ngulo com medida x radianos, na
circunferéncia unitdria com centro na origem (ver Figura 2.22). Seja P o ponto de
intersecgéo do lado terminal do 4ngulo x, com essa circunferéncia.

AV
P

o
e
cv

Figura 2-22

Denominamos seno de x a ordenada O_P1 do ponto P em relagdo ao sistema
Uuov. ’
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Definimos a fun¢do seno como a fungdo fde R em R que a cada x € R faz
corresponder o niimero real y = sen x, isto &, ‘

ff R—R

X —>y=senx.

O dominio da fung¢do seno é R ¢ o conjunto imagem € o intervalo [-1, 1].
A funcfo y = sen x é peri6dica e seu perfodo € 27, jd que sen (x + 2%) = sen x.
Em alguns intervalos sen x € crescente € em outros € decrescente. Por exemplo,

nos intervalos [0, ©t/2] e [31/2, 2nt] sen x é crescente. J4 no intervalo [7/2, 3r/2] ela é
decrescente.

O gréfico da funcdo f (x) = sen x, denominado senédide, pode ser visto na
Figura 2.23.

n 2 0 w2 = 32 2n/ X
1

Figura 2-23

FUNCAO COSSENO

Seja x um niimero real. Denominamos cosseno de x a abcissa 5?2 do ponto P
em relag@o ao sistema U O V (Figura 2.22). Definimos a fun¢do cosseno como a fungéo
fde R em R que a cada x € R faz corresponder o niimero real y = cos x, isto &,

f: R>R

X —y=coS X,

O dominio da fungdo cosseno € R e o conjunto imagem € o intervalo -1, 1].
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Para todo x € R, temos cos (x + 2n) = cos x. Portanto, a funcdo cosseno &
periddica e seu periodo € 2m. -

Em alguns intervalos a fungdo cosseno € crescente e em outros decrescente.
Por exemplo, no intervalo [0, 7] a fun¢do f(x) = cos x € decrescente. J4 no intervalo
[®, 27] ela € crescente.

O gréfico da fungdo f (x) = cos x, denominado cossenéide, pode ser visto na
Figura 2.24.

amz\—:n/ w2 |0 MZU;

Figura 2-24

FUNCOES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE
Estas funcdes sdo definidas em termos de seno e cosseno.

As fungdes tangente e secante sdo, respectivamente, denotadas pelos simbolos
tg e sec e definidas por:

sen x
tgx = ; secx =
cos X cos x

para todos os nimeros reais x tais que cos x # 0.
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As fungbes cotangente e cossecante sdo, respectivamente, denotadas por cotg
¢ cosec e definidas por:

CoS X
cotgx = 5 cosecx =
senx senx

para todos os nimeros reais x tais que sen x # 0.

O dominio das fungdes tg x e sec x € o conjunto de todos os nimeros reais x
T 3n 5n

para os quais cos x # 0. Como cos x = 0 quando x for o t 5 e isto €,
T

quando x = >

+ nm,ne Z, temos D(tg) = D(sec) = {x e Rlx#n/2 + nn, n € Z}.

Analogamente, o dominio das fungdes cotangente e cossecante € o conjunto
de todos os niimeros reais x para os quais sen x # 0. Como sen x =0 para x = nr,
n € Z, temos:

D(cotg) = D(cosec) = {xe RIx#nr,ne Z}.

Os gréficos dessas fungdes podem ser vistos na Figura 2.25. Podemos observar
que as fungdes tangente e cotangente sdo periédicas de periodo © e que as fungdes
secante e cossecante sdo periddicas de periodo 2x.

2.15.4 Funcgoes Trigonométricas Inversas.

Conforme defini¢do da segdo 2.14, sabemos que é impossivel definir uma
fungdo inversa para a fungdo y = sen x, porque a cada valor de y corresponde uma
infinidade de valores de x.

Portanto, para definirmos a func¢fo inversa de y = sen x necessitamos restringir
o dominio.

Este fato ocorre com todas as demais fungdes trigonométricas.
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cosec x

y=

Figura 2-25

FUNCAO ARCO SENO

Seja f: [-n/2, ®/2] — [-1, 1] a fungdo definida por f (x) = sen x. A fungéo

inversa da f (x), serd chamada arco seno, e denotada por

f1[-1, 11 - [-n/2, ©/2], onde f'(x) = arc sen x.

, escrevemos a equivaléncia:

Simbolicamente, para —

=X

arc sen x <& sen y

y‘:

O griéfico desta fung@o nos mostra uma funcéo crescente (Figura 2.26).
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AY
w2%-----
T T |
T X
------ -2
Figura 2-26

Observamos que na defini¢do da fungdo arco seno poderfamos ter restringido
o dominio de y = sen x a qualquer dos seguintes intervalos:

[7/2, 37/2] , [3n/2, 57/2] , [S7/2, Tw/2], ..., ou
[-3n/2, -n/2] , [-57/2, -3n/2] , [-Tn/2, 5=w/2], ... .

FUNCAO ARCO COSSENO

Seja f: [0, n] - [-1, 1] a fungfo definida por f(x) = cos x. A fungdo
inversa de f serd chamada arco cosseno, ¢ denotada porf": -1, 1] —» [0, =].
onde f!(x) = arc cos x.

Simbolicamente, para 0 < y < 7, escrevemos:

y=arcCos X< X =C0s Yy

O gréfico desta fun¢do nos mostra uma fung¢do decrescente (Figura 2.27).

Observagao:

A funcdo y = arc cos x pode ser definida também pela equago

a

arc COSX=5—H.I’C sen x
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xXv

Figura 2-27

De fato, utilizando o tridngulo retdngulo (Figura 2.28), temos:

o

Figura 2-28

Os angulos a e B sdo complementares, ou

a+B=g

x = sen o = cos .
Portanto, o = arc sen x e 3 = arc cos x. Concluimos que

L
arc COSX=§—aI'C seén Xx.
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FUNCAO ARCO TANGENTE
A funcdo inversa da tangente € definida para todo nlimero real.

Seja f: (-n/2, n/2) — R a fungio definida por f (x) = tg x. A func¢do inversa
de f, serd chamada funcdo arco tangente e denotada por f~': R — (-n/2, +7/2), onde
) = arc tg x.

Simbolicamente, para —n/2 < y < n/2, escrevemos

y=arctgx>x=1gy

O gréfico nos mostra que quando x se torna muito grande, arc tg x aproxima-se 3
de n/2. Quando x se torna muito pequeno, arc tg x se aproxima de —7n/2.

E uma fungdo crescente (ver Figura 2-29).

Figura 2-29

OUTRAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Podemos definir a fungdo inversa da cotangente como

y=arccotgx=_—arctgx

L2
2

onde 0 <y<m.
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As funcoes inversas da secante e da cossecante serdo fungoes de x no dominio
| x| = 1, desde que adotemos as definigdes:

y = arc sec x = arc cos (1/x)
y = arc cosec x = arc sen (1/x).

A Figura 2.30 mostra o grafico dessas fungdes trigonométricas inversas.

y = arc cotg x y = arc sec x
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2.15.5 Fungoes Hiperbdlicas

As expressdes exponenciais

e —-e* e +e’*

e
2 2
ocorrem freqiientemente na Matemdtica Aplicada.,

Estas expressoes definem, respectivamente, as fungdes seno hiperb6lico de x
e cosseno hiperbélico de x.

O comportamento dessas fungGes nos leva a fazer uma analogia com as
fungGes trigonométricas.

SENO HIPERBOLICO E COSSENO HIPERBOLICO

A fungdo seno hiperbélico, denotada por senh, e a fungéo cosseno hiperbélico,
denotada por cosh, s@o definidas, respectivamente, por:

- _ X —X
senhx = e"_z_e_ [ coshx = g"~+2_g_ .

O dominio e imagem das fungdes senh e cosh sdo:

D(senh) = (—oo,+0),
D(cosh) = (—oo,+ ),
Im(senh) = (—oo,+o00) &
Im (cosh) = [1,+-e0).

O gréfico da fungdo senh € dado na Figura 2.31(a). Pode ser obtido pelo
método chamado adi¢do de ordenadas. Para usar essa técnica, esbocamos os graficos

1 .
das fungdes 5 e e —% e * (tracejados) e somamos as respectivas ordenadas.

Da mesma forma obtemos o grifico da fungio cosh [Figura 2.31 (b)].
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AY
Jy=senhx
y=12¢"--1y R
;/—— -172e* X
y -y = 126"
X
(a) (b)
Figura 2-31

A func@o cosseno hiperbdlico pode ser usada para descrever a forma de um
cabo ou corrente flexivel, uniforme, cujas extremidades estdo fixas a uma mesma altura.

Na Figura 2.32 desenhamos um fio de telefone ou de luz. Observamos que a
curva representada pelo fio aparenta a forma de uma paribola. No entanto, é possivel
mostrar que a equagdo correspondente é:

y = cosh (x/a), a e R.

Esta curva recebe a denominagio catendria.

AY

xXvy

Figura 2-32 .

As quatro fungdes hiperbdlicas restantes podem ser definidas em termos de
senh e cosh.
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TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE HIPERBOLICAS

As fungbes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbélicas, denotadas
respectivamente por tgh, cotgh, sech e cosech sdo definidas por:

senhx €& —e*

tehx = = ;
ghx coshx &+ e *
cotghx = coshx & +¢*
X = Senhx ~ & _ e % °
sechx = 1 = 2
coshx & + ¢*
cosechx = 1 = 2

senhx ¢ — ¢* .
Os gréficos dessas fungdes podem ser vistos na Figura 2.33.

Muitas identidades andlogas as conhecidas para fungGes trigonométricas sdo
vélidas para as fungGes hiperbélicas. Por exemplo, pode-se verificar que

cosh?u — senh?u = 1.

Esta identidade é andloga 2 identidade trigonométrica cos?u + sen®u = 1 e pode
ser usada para justificar o adjetivo “hiperbélico” nas definigGes.

De fato, a identidade cosh?u — senh?x = 1 mostra que o ponto P de coordenadas
(cosh u, senh u) est4 sobre a hipérbole unitdria x2 — y% = 1.

Fazendo u variar no conjunto dos reais, o ponto P descreve o ramo direito
da hipérbole. Observamos que aqui a varidvel real u nao representa um angulo, como
acontece nas fungdes trigonométricas. No entanto, pode-se estabelecer uma relagio
interessante, que fornece uma interpretagio geométrica para o pardmetro u.

Na Figura 2.34(a), representamos o circuicL unitdrio, onde demarcamos um
ponto P (cos ¢, sen f). A drea A do setor circular QOP ¢ dada por

Ag =21y

(o

S

T2

e portanto, t = 2AC.
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y = tgh x y = cotgh x
(a) (b)
AY AY
X
y = sech x y = cosech x
(€ (d)
Figura 2-33

Uma relacao andloga a esta, € vélida para as func¢des hiperbélicas. De fato,

¢ possivel mostrar que a drea A,, do setor hiperbdlico QOP da Figura 2.34(d), € dada

por

A =

" u

N [

¢ dessa forma, u = 2Ah.
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AY : ﬂ}Y

P {cosh u, senh u)
P(cos t, sen f)

t\e . {a

s
Fs

Xv

(@) (b)
Figura 2-34

Relacionamos abaixo, outras identidades que podem facilmente ser verificadas:

tghu = cotghu ;

1-tgh®?u=sech’u e

1 — cotgh? u = —cosech? u.

2.15.6 Funcgoes Hiperbélicas Inversas

Nesta se¢do estudaremos as fungdes hiperbélicas inversas. Para isso, devemos
nos lembrar das defini¢Ges da segdo 2.15.5 e observar os grificos das Figuras 2.31(a)
e (b) e 2.33.

FUNCAO INVERSA DO SENO HIPERBOLICO

Analisando o gréfico da fungéo y = senh x [Figura 2.31(a)], vemos que a cada
valor de y na imagem corresponde um tnico valor de x no domfnio. Assim, podemos
definir a sua fungfo inversa.

A fungdo inversa do seno hiperbélico, chamada argumento do seno hiperb6lico
e denotada por arg senh, € definida como segue:

y =arg senh x <> x=senhy
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Temos D(arg senh x) = Im (arg senh x) = R.

O gréfico da funcdo arg senh pode ser visto na Figura 2.35. Ele € obtido
fazendo uma reflexdo do grafico da fungdo senh sobre a reta y = x.

AY

50‘\“ :

&
\’4

Xvy

Figura 2-35

FUNCAO INVERSA DO COSSENO HIPERBOLICO

Para definirmos a inversa da fung¢éo cosseno hiperbélico precisamos restringir
o seu dominio, pois como podemos ver no seu gréfico, Figura 2.31(b), a cada valor de
y na imagem, exceto y = 1, correspondem dois valores de x no dominio.

Seja f:_ [0, + ) — [1, + =) a fungdo dada por f (x) = cosh x. A sua funco
inversa € chamada argumento do cosseno hiperbélico e € denotada por arg cosh.
Simbolicamente, para y 2 0, escrevemos

y=argcoshx < x=coshy

Temos D(arg cosh x) = [1, + «) e Im(arg cosh x) = [0, + ).

O gréfico pode ser visto na Figura 2.36.
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A}Y

y=29 cosh X

Figura 2-36

INVERSAS DAS FUNCOES TANGENTE HIPERBOLICA, COTANGENTE
HIPERBOLICA E COSSECANTE HIPERBOLICA

Para definirmos as inversas destas fungdes ndo necessitamos restringir os seus
dominios, pois a cada valor de y na imagem corresponde um inico valor de x no
dominio [ver Figura 2.33,(a), (b) € (d)].

As fungbes inversas da tangente hiperbélica, cotangente hiperb6lica e cosse-
cante hiperbdlica, denotadas respectivamente por arg tgh, arg cotgh e arg cosech, sdo
definidas como segue:

y = argtghx ©x=tghy
y = argcotghx < x=cotghy
y = argcosechx ¢ x=cosechy

A Figura 2.37 mostra um esbogo dos grificos dessas funges.
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y = arg COtQ:;h x AY y = arg cosech x
‘ y=arg tgh x E
Figura 2-37

INVERSA DA FUNCAO SECANTE HIPERBOLICA

Da mesma forma que ocorreu com a inversa do cosseno hiperbélico, para
definirmos a inversa da fungdo secante hiperb6lica devemos restringir seu dominio.

Seja f: [0, + =) — [0, 1] a fung@o dada por f (x) = sech x. A sua funcéo inversa
¢ denotada por arg sech. Para y > 0, temos

y=argsechx < x=sechy

Na Figura 2.38 podemos ver um esbogo do gréifico da fungdo arg sech.
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AY

Figura 2-38

Podemos exprimir as fuhgées hiperb6licas inversas em termos de logaritmos
naturais. Isso decorre do fato das fungGes hiperbélicas serem definidas em termos da
funcdo exponencial, que admite a fung@o logaritmo natural como inversa.

A seguir apresentamos essas expressoes que aparccem freqiientemente na
integragdo.

argsenhx=1In (x + Vx> + 1), x qualquer;

argcoshx=1In(x + Vx2 — 1), x> 1;

1 1 +x
argtghx—zln(l_x], -l<x<1;

argcotghx-—l ( xI>1;

argsechx—ln[ 0<x<1;
arg cosech x = ln(~+ 1+x2 ,yx# 0.
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EXEMPLO. Mostrar que arg senh x = In (x + V22 + 1), para todo valor de x.
Sejam x € R e y = arg senh x.

ey — e"'y

Entdo, x =senh y = 5

e portanto,
& —-2x—e?=0.
Multiplicando ambos os membros da igualdade por ¢”, temos
¥ —2xe’ -1 =0.

Resolvendo esta equagéo para ¢’ pela férmula quadritica, obtemos

2 tVNa2+ 4
= 5 -

e xEN2+1 .

Como e’ > 0 para qualquer y, a solug@o envolvendo o sinal negativo deve ser

descartada. Portanto,

& =x+Nx2+1.
Tomando o logaritmo natural, temos

y=In(x+ V2 + 1), ouseja,
argsenhx = In(x + Vx* + 1).

2.16 EXERCICIOS

1. Construir os grificos das fungdes de 1° grau. Dar o dominio € o conjunto imagem.
(@ y=kx; sek=0,1,2, 12, —1,-2

b) y=x+b,seb=0,1,-1
(©) y=15x+2
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2. Construir os gréficos das fungdes quadréticas. Dar o dominio e o conjunto imagem.

(a) y=ax2, sea=1, 12 e 2
(b) y=x+c, se c=0,1,1/2,-3
© y=yy+@—12 se y,=0,1,-1

@ y=ax2+bx+c, sea=1,b=-2 e c=5.

3. Construir os gréficos das fungGes polinomiais. Dar o dominio e o conjunto imagem.

@ y=2+@-13 ® y=x* © y=22-4.

4. Construir os gréificos das funges racionais. Dar o dominio e o conjunto imagem.

2 -1 x-1
(a)}’=—m ®) y=7 (© b
5. A fungio f (x) € do 1° grau. Escreva a funcdo se
f(—l)%2 e f(2)=3.
6. Determinar quais das seguintes fungGes s3o pares ou fmpares
(@ f@=3x*-22+1 B f@x) =522
(© F@O=5+25+2 @ f=0£r-4
3
© f@=lxI " fo=5""72
y+ 1
-1 1
® f9 =37 ® f) =5 @ +a¥

® ﬂx)=1nii§ M f=lh@E+VI1+i12).
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10.

11,

12.

13.

Demostre que se f € g sdo fungdes impares, entdo (f + g) e (f— g) sdo também fun¢des impares.
Demonstre que se fe g sdo fungGes impares, entdo f- g e f/ g sdo fungSes pares.
Mostre que a fungdo % [fx) + fl=x)] é par e que a fungdo % If &) —f (=x)] é {fmpar.

Demonstre que qualquer funcdo f: R — R pode ser expressa como a soma de uma fung&o par
com uma fung¢io fmpar.

Expresse as fungdes seguintes como a soma de uma fungio par ¢ uma fungao impar

(@ fo=x*+2 : ® fE=r-1

i @ fG=lxl+lx—1l

© flx) =

x —
x +
Seja f (x) uma fungao, cujo grafico para x 2 0, tem o aspecto indicado na figura. Completar

esse grafico no dominio x < 0, se:

a) f(x)épar,
b) f(x)é impar.

X

Em cada um dos exercicios determine a férmula da fun¢@o inversa. Fazer os gréficos da funcgo
dada e de sua inversa.

(@) y=3x+4 B y

(C)y=;4_r—z @ vy %
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14,

15.

16.

17.

18.

19.

(& y=vw-1, x21 H y=-Va-x, x<a

@ »y-= x + x20 h) y=x*-4, x<0
2+

@) y=x2—4, x = 0.

x+ 2

1 coincide com a sua inversa, isto €, x = f(y)

Mostrar que a fungdo y = fix) =

ouf(f(x)=x.

Dada a fungdo y = fix) = ﬁ definida para todo x real, demonstrar que sua inversa
+

éafungﬁong(y)z—l\/—y———? definida para ly 1 < 1.

X, se x<1
Seja fix) = < x2, se 1<x<9
27Vx, se x>9.

Verifique que f tem uma fung@o inversa e encontre f ).

Se f (x) e g (x) sdo periddicas de periodo T, prove que:

(@) h(x)=f(x)+ g (x) tem periodo T.

(B) h(x)=f(x)- g (x) é periédica de periodo T.

() hx) = ﬁ% » g (®)#0 V x, é peribdica de periodo T.

Se f (x) € periédica de periodo T, prove que 3T também € perfodo de f.

Sabendo que f (x) € uma fung8o par e periédica de periodo T = 4, complete o seu grifico.
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20.

21.

22,

23.

Se f (x) = 2%, mostrar que

fEx+3)~fx-1)=152f ().

Seja o) = 12 (@ +a ey = 12 (@ —a™ .

Demostrar que

0 +y) =0(x) - 60) + W(x) - yO) e

Y(x +y) =6(x) - W) +60) - w(0).

Construir o gréfico das seguintes fungdes exponenciais.

(@ y=d', se a=2,12, e (e=2,718..)

() y=10"*
(© y= i
@ y=-2%
Dada ¢(x) = In i n j‘c » verifique a igualdade (@) + 6() = o [—1" : a’;].

Sejam f(x)=logx e g(x):x3.
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Forme as expressdes

@ fig@)] ®) flg@l a>0
(¢) gif@l, a>0.

25. Construir o grafico das seguintes fungdes logaritmicas.

(@ y=In(-=x) ’ (b y=Ihix
() y=In(x+1) (dj y=logx se a=10, 2 e 1/2
(&) y=xlnx

26. Sef(x) = arc tg x prove que

) + fO) =f[1"—_+x§].

27. Prove que arc tg a — arc tg b = arc cotg b — arc cotg a.

- : ~ 2/(6)
28. S 0) = tg 0. Verifi dade F(20) = — =4\ .
eja 10) g erifique a igual f(206) T ¥

29. Sejaf(x)=arccos (log;,x).

Calcular f(1/10),£(1) e f(10).

30. Determinar o dominio das seguintes fungoes:

(@) y=arccos (b) y=arcsen (log,, x/10)

1+x

(¢) y= Vsen2x .

31. Construir o grafico das seguintes fungdes trigonométricas. Verificar se sdo periédicas e em
caso afirmativo determinar o periodo. ' ’
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32.

33.

34.

3s.

36.

37.

(@) y=senkx, k=2,3,1/2e1/3 (b) y=kcosx, k=2,3,12,13 e -1
(¢) y=kcos2x, k=2,-1e1/2 (d y=sen(x—n/2)

(&) y=cos (x +7/2) O y=tgx-3n?2)

(&) y=cotg (x +1/4) (h) y=tg%x

() y=1+senx () y=1+Isen2l|

Dada a fungo f (x) = 2 senh x — 3 tgh x, calcule f (2), f (1) e f(0).

Prove as identidades:

(@ 1- tgh2 u=sech?u _ b 1- cotgh2 u =—cosech? .
Defina uma fung&o inversa para y = cosh x, para x < 0. Esboce o gréfico.

Mostre a validade das expressoes:

(a) argcoshx= In(x + Va2 - 1), x21;

(b) argtghx:l/Zln(—i%} -1<x<1;
(©) argsechx=ln[ﬁ%——ﬁ} O0<x<1.

Sendo f (x) = cosh x, mostre que

film(x+VZ - 1)1 =x

Mostre que as fungdes senh x, tgh x, cotgh x e cosech x sdo impares.

38. Mostre que as fungbes cosh x € sech x sdo pares.




