=
=

% CAPITULO 3

MAKRON
Books
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LIMITE E CONTINUIDADE

O objetivo deste capitulo € dar uma definicio de LIMITE de uma maneira
intuitiva e também de uma maneira convencional. Vamos analisar propriedades e
teoremas referentes a’ limites de fungdes. Finalmente, definiremos a continuidade das
funcdes usando limites.

3.1 NOCAO INTUITIVA

Inicialmente faremos algumas considera¢des. Sabemos que, no conjunto dos
niimeros reais, podemos sempre escolher um conjunto de nimeros segundo qualquer
regra pré-estabelecida.

Analisemos os seguintes exemplos de sucessdes numéricas.

() 1,2,3,4,5,..

() 1/2,2/3,3/4, 4/5, 5/6, ...
| 3 1,0,-1,-2,-3, ...

‘ 4 1,3/2,3,5/4,5,7/6,7, ...

Na sucessdo (1), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um
LIMITE. Dado um niimero real qualquer, por maior que seja, podemos sempre encon-
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trar na sucessio, um termo maior. Dizemos entdo que os termos dessa sucessdo tendem
para o infinito ou que o limite da sucesséo é infinito.

Denota-se

X —> + oo,

Na sucessdo (2) os termos crescem mas ndo ilimitadamente. Os ndmeros
aproximam-se cada vez mais do valor 1, sem nunca atingirem esse valor. Dizemos que

x— 1.

De maneira aniloga, dizemos que na sucesséo (3)

X —>—oo.

Em (4) os termos da sucess@o oscilam sem tender para um limite.

Ampliaremos agora, o conceito de LIMITE para os diversos casos de Limite
de uma fungdo.

Observemos as seguintes fungdes:-

Exemplo 1.
Seja y = 1 — 1/x (ver Figura 3.1 e Tabela 3.1).

Tabela 3.1
X 1 2 3 4 5 6 .. 500 cen 1000
y 0 172 2/3 3/4 4/5 5/6 - 499/500 e 999/1000
x | -1 -2 -3 -4 -5 ... -100 - 500
"y 2 32 43 54 6/5 ... 101/100 - 501/500
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Figura 3-1

Esta fungfo tende para 1 quando x tende para o infinito. Basta observar as
tabelas e o grafico para constatar que: )

y—1 quando x > t oo .
Denota-se lim (1 - 1/x) = 1.
x—>1 o
Exemplo 2.
A fungdo y = x* + 3x — 2 tende para + o quando x — * co.

Denota-se  lim (X + 3x — 2) = + oo,

X > 1 oo

De fato, intuitivamente, basta analisar o grafico (Figura 3.2) e as sucessoes da
tabela (Tabela 3.2).

Tabela 3.2
X 1 2 3 4 5 6 7 .. 100 . 1000
y 2 8 16 26 38 52 68 . 10298 N 1002998
x {-1 -2 -3 -4 -5 -6 ... -100 ~ ... - 500
y (-4 -4 -2 2 8 16 ... 9698 - 248498
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Figura 3-2

Exemplo 3
- 2x +1 '
Afungdo y = — tende para 2 quando x — * oo, € escrevemos
im Z*+1_, |
xotw X -1 ! |
Tabela 3.3
7 ‘ i
x| j 2 15 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001
y 5 3,5 5 8 14 32 302 3002 30002 ‘i
1
X -1 0 0,9 0,99 0,999 0,9999
y 0,5 -1 —28 —298 -—2998 29998
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AY:
____________ 2: =
\\; X
' £
Figura 3-3 .

Observando a Figura 3.3 e a Tabela 3.3 ainda podemos dizer que y — + o
quando x — 1 através de valores maijores do que 1 e que y — — quando x — 1 através
de valores menores do que 1. Neste caso, estamos nos referindo aos limites laterais
denotados por:

. 2 + 1

Iim = 4+ oo e
=1t x -1

. 2x + 1

lim ———— = —oo,

x—>1 x-1

respectivamente chamados limite a direita e limite a esquerda.

\‘,Exemplo 4.

A Figura 3.4 nos mostra o gréfico da fungao

S
YT k12

Esta funcdo tende para o infinito quando x tende para —1, e escrevemos

) 1
lim ——— (5 =+
xo-1 x+ 1)
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ou ainda,

. 1 X 1
lim 5 = —_—
xo1t (x+ 1)

Tabela 3.4
x -3 -2 -1,5 -125 -1,1 -1,01 —1,001
y 0,25 1 4 16 100 10000 1000000
x 1 0 -05 -075 -09 -0,99 -0999
"y 0,25 1 4 16 100 10000 1000000
: AY
-1 X
Figura 3-4
Exemplo 5.

A Figura 3.5 mostra o gréfico da fungdo

) S
YT -2y

. -1
Escrevemos lim T g = - ou
xo2 (@ =2)

y = —ec quando x — 2.
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Tabela 3.5
x 4 3 2,5 2,1 2,01 2,001
y -0,25 -1 -4 - 100 - 10000 - 1000000
x 0 1 1,5 1,9 1,99 1,999
y -0,25 -1 -4 - 100 — 10000 — 1000000
AY )
) N
Figura 3-5
Exemplo 6.

Na Figura 3.6 temos o grifico da fungdo y = 3x —1. De modo andlogo aos
exemplos anteriores, observando esse gréfico e a Tabela 3.6, podemos escrever que

Iim @Bx-1)= lim @Bx-1)=2,
x—1 x—>1

ou ainda,

lim (Gx—-1) =2

x—1
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Tabela 3.6
X 0 0,25 0,5 0,75_ 0,9 0,99 0,999 0,9999
y -1 -0,25 0,5 1,25 1,7 1,97 1,997 11,9997
X 2 1,75 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 11,0001
y 5 4,25 3,5 2,75 2,3 2,03 2,003 2,0003
X

Podemos agora analisar os exemplos dados de outro modo.

Figura 3-6

No Exemplo 3.6, observa-se que € possivel fazer o valor de y tdo préximo de
2 quanto desejarmos, tornando x suficientemente préximo de 1, mas n#o necessaria-
mente igual a 1. Ou ainda, o valor absoluto da diferenca y — 2 tdo pequeno quanto
desejarmos, tornando o valor absoluto da diferengca x — 1 suficientemente pequeno.

(Observe a Tabela 3.6.)

Estamos agora aptos a formular as defini¢des formais. -
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3.2 DEFINICAO

Seja f (x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto possivelmente
no préprio a. Dizemos que o limite de f (x) quando x aproxima-se de a € L, e escrevemos

lim Rx) =L

x—a

se para todo'e > 0, existe um 3 > 0, tal que If (x) — LI < € sempre que 0.< x — al < 8.

3.3 EXEMPLOS

Usando a definicdo 3.2 provar que:

() Lm @Gx-1) =2

x—>1

De acordo com a defini¢do 3.2 devemos mostrar que, para todo € > 0, existe
um & > 0, tal que

IB3x—-1)-2l<esempreque O0<lx—-11<3d.

O exame da desigualdade envolvendo € proporciona uma chave para a escolha
de d.

As seguintes desigualdades s&o equivalentes:
Bx-1-21 < €

Bx-3] < g

Bx-1DI < ¢
3k-11 < ¢
k-11 < ¢gf3.

A tltima desigualdade nos sugere a escolha do 8.
Fazendo & = &/3, vem que

IB3x-1)-2l<esempreque O0<Ilx—11<38.
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Portanto, lim (3x —1) = 2.

x—1

@) tm x*=16.

v x—4
Vamos mostrar que dado € > 0, existe & > 0, tal que
x> - 16 | < € sempre que 0 < Ix —4 1 < 8.
Da desigualdade que envolve &, temos
kK2-161 < €
k-4 x+4! < ¢
Necessitamos agora substituir Ix + 4| por um valor constante. Neste caso,
vamos supor
0<dé<1,
e entdo, de 0 < Ix — 4 | < §, seguem as seguintes desigualdades equivalentes:
k-41 < 1
-1<x-4 < 1
3<x- < 5

T<x+4 < 9
Portanto, Ix + 4 1 < 9.

Escolhendo & = min (£ /9,1), temos que se Ix —4 | <8

entao

(o]
\O

bZ-16l=k—-4llx+4 <

IA
O |m

I
m

Logo lim x? = 16.

x—4



80 Cdlculo A —~ Fungoes, Limite, Derivagdo, Integragéo

3.4 PROPOSICAO (UNICIDADE DO LIMITE)

Se lim Afx)=L; e lim flx) =L,entdolL, =L,

xX—a xX—a

Prova. Seja € > O arbitrdrio. Como lim f{x) = L,, existe 8, > 0 tal que
. xX—a .

If(x)-Ll<e/2sempreque 0<lx—al<3,.

Como lim f{x) = L,, existe 8, > 0 tal que

x—a

If (x) —L,)J<e/2sempreque 0<Ix—al<$,

Seja 8 = min {3,, §,}. Entdo, If(x) - L,l < £/2 e If(x) — L,! < &/2 sempre que
O<lx—al<d.

Seja x tal que O < Ix — al < 3. Entdo, podemos escrever

L, =L =IL, - f(xX)+f) - LI Slf(x) - LI+ if () - LJ<e2+ef2=¢.
Como ¢ € arbitrério, temos IL, — L,| = 0 e portanto L, = L,.

3.5 PROPRIEDADES DOS LIMITES

Na Segdo 3.3, usamos a defini¢@o de limite para provar que um dado nimero
era limite de uma fung&o. Foi um processo relativamente simples para fungdes lineares,
que se tornou complicado para fungdes mais elaboradas. A seguir introduziremos
propriedades que podem ser usadas para achar muitos limites sem apelar para a pesquisa 1
do nimero 8 que aparece na defini¢do 3.2.

/

3.5.1 Proposicido. Se a, m e n sdo nimeros reais, entdo

im (mx+n) =ma+ n
XxX—>a
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Prova. Caso 1: m # 0. De acordo com a defini¢do 3.2, dado € > 0, devemos mostrar

que existe & > 0, tal que

l(mx+n)—(ma+n)l<esempre que 0 <|lx—al <38.

Podemos obter a chave para a escolha de 8 examinando a desigualdade que
envolve €. As seguintes desigualdades s3o equivalentes: '

| (mx+n)—(ma+n)
mx-ma

Imll x—al

lx—adl

A Wltima desigualdade sugere a escolha & = ﬁ .
€
De fato, se & = —— s temos
Im |
mx+n)-(ma+n)=Imx-al <iml I_:zl sempre que 0 < x —al < 9,

e portanto,

<

<

lim (mx + n) =ma+ n

x—a

Caso2:m=0.Se m=0,entdo | (m x + n) — (m a + n)l = 0 para todos os valores de x.
Logo, tomando qualquer 8 > 0, a definigdo de limite € satisfeita.

€

Portanto, lim (mx + n) = ma + n, para quaisquer a, m € n reais.

xX—a

Da proposicao 3.5.1, decorre que:

(@) Se ¢ € um ndmero real qualquer, entdo

lim c=c
X—a
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b) lm x=a.
xX—a

3.5.2 Proposicao. Se lim fix) e lim g(x) existem, e ¢ é um nimero real
qualquer, entdo: *—a x—a

(@ lim [fx) +gx] = lm Afx)+ lim gkx)

xX—a xX—a X—a

() Ilim cfix) = ¢ - lim fix);

x—a xX—a

(© lim f9- g = lm fv)- lim g();

x—a xX—a xX—>a
) lim Ax)
. X x—a .
(d lim %= —————> desdeque lim x) # 0
roa 8®  Im g me 8
. x—a

(e lim [ [lim f(x)]" para qualquer inteiro positivo n;
xX—a X—a

¢ lim ’Vﬂx) n‘j lim Ax), se lim j(x) > 0 e n inteiro ou se

XxX—a xX—a xX—a

lim f{x) £ 0e né um inteiro positivo fmpar;
X—a

( lim Wn[f®] =n[lim fx)], se lLm Ax) > 0

xX—>a x—a X—a

(k) lim cos[fix)] = cos[lim Ax)I;

xX—a XxX—a

() lim sen[fix)] = sen[lim fx)];
x—>a : xX—a
. lim f(x)
() lim ef® =¢"7"

xX—a -
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Provaremos o item (@) desta proposigdo usando o sinal positivo.
Prova do item (a).

Sejam lim f(x) = L, lim g(x) = M e € > 0 arbitrdrio. Devemos pro-
XxX—a xXxX—=a

var que existe d > 0 tal que

| (f®) + g (x)) — (L + M)| < ¢ sempre que 0 < |[x —a| < 8.

Como lim f(x) =L e &/2 > 0, existe 8, > 0 tal que |fix) -L| < €/2

x—>a

sempre que 0 < [x - a <,

Como lim g(x) = M, existe 8, > 0 tal que |g(x) — M| < /2 sempre

xX—>a
que 0 < [x — a| <,
Seja & o menor dos nimeros 3, € d,.
Entdo 8 < 8, ¢ & = d, e assim, se 0 < |x — a| < §, temos
lg(x) — M| < e/2 e |[f(x) —L| < ¢e/2.
Logo,
| (fx) + gx) - L + M) = |(Rx)-L) + (g(x) - M)

s 1f)-Ll + lgt) M|
< €2+¢2
= &

sempre que 0 < |x —a| < 8 e desta forma lim (fix) + g(x)) = L + M.
X—=a

3.5.3 Proposicao. Sc f{x) <h(x) < g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo
a, exceto possivelmente emx=a,ese

lim fix) = L = lim g(x)

xX—=a X—>a
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entao,
lim h(x) = L.

XxX—a

Prova. Seja € > 0 arbitrdrio. Como lim fix) = L, existe , > O tal que If (x) - Li < ¢
xX—>a

sempre que 0 < lx —al < 8,. Como lim g(x) = L, existe 5, >0tal que lg (x) — LI <€

X—a
sempre que 0 < Ix — al <3,

Seja 8 = min {3,, 3,}.

Entdo, se 0 < Ix —al < & temos que If (x) - Ll <& e lg (x) - LI < g, ou de forma
equivalente, L—e<g(x)<L+eelL-e<f(x)<L +e.

Assim, usando a hip6tese, concluimos que se 0 < Ix — al < §, entdo,
L-e<f(x)S hx)<g@x)<L+¢g,
isto €,
L-e<h(x)<L+e.
Logo, se 0 < lx — al < 8, temos que lh(x) — Ll < € e, portanto, lim h(x) = L.

X—>a

3.5.4 Exemplos.

() Encontrar lim (x2 + 3x + 5).

x—2
Temos,
lim (¢ +3x+5) = lim 22+ lim 3x + lim 5
x—>2 x—>2 x—2 x—>2

lim 2 +3 lim x+ lim 5

x>2 x—>2 x—>2

22+ 3.2+5

= 15.
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x—35

(i) Encontrar lim .

x—3 13_7

lim (x - 5)
limx—Szx_;s =3—5=:l_
is3 X -7 lim (3 -7) 27-7 10

x—>3

(i) Encontrar lim Va* —4x + 1 .

x—>-2

lim Vx* — 4x + 1 v lim & —4x+ 1)

x—>>-2 x—>-2

V2)* 4(=2) + 1
5.

(#v) Encontrar lim 21
xo>1 X — 1

Neste caso, ndo podemos aplicar a propriedade do quociente pois

"im(x-1)=0.
-1

Porém, se fatoramos o numerador obtemos

x2—-1=(x—1)(x+1):x+1 para x # 1.
x -1 x -1

Como no processo de limite os valores de x considerados sdo préximos de 1,
1as diferentes de 1, temos

lim 2-1_ i &=DE+D i) =2
x—>1 x -1 x—o1 x -1 x—o1
(v) Encontrar lim x* {sen 1),

x>0 X

Vamos usar a proposic¢éo 3.5.3. Como todos os valores da funcdo seno estdo
tre —1 ¢ 1, temos
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0< sen% <1, V x#0.

Multiplicando a desigualdade por x2, temos

0 <22 seni Sitz,‘v’ x#0.

Como lim 0 =0 e lim x? = 0, pela proposigdo 3.5.3 concluimos que
x>0 x>0

lim x2

x—0

sen lI =0.
X

3.6 EXERCICIOS

1.  Sejaf(x) a fungdo definida pelo gréfico:

AY
3 ------------ ?_——
— .5
R
b
-1
Intuitivamente, encontre se existir:
s(a) lim fix). s(b) lim fx). s(c) lim fx).
x—23" . x> 3+ x—>3
o (d) Iim flx). »(e) Iim fix). o lim fx).

X —>—e0 X—>+eo x—4
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2.

Seja fix) a fungdo definida pelo gréfico:

AY
2
5 ;
Intuitivamente, encontre se existir:
(@) lim Ax). s(b) lim flx).
x—-2" x—>-2
«(c) lim flx). o(d) lim f(x).
x—>-2 X—>+oo
Seja fix) a funcdo definida pelo gréfico:
Intuitivamente, encontre se existir:
s(@) lim Ax). b) lim  flx). +(c) lim  flx).
xoot x50 x—0
o(d) lim fx). o(e) lim f(x). of) lim fx).
X—>+oo X—> —oo xH2
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Seja flx) a fungdo definida pelo grafico:

X
Intuitivamente, encontre se existir:
s(a) lim+ fx). «(b) im Ax). »(c)
x—->2 x—2
(d) lim fix). s (e) lim Ax).
X —)—oo x—1
Seja fix) a fungdo definida pelo gréfico:
A
el / _____________
// 5 X
Intuitivamente, encontre se existir:
(@) lim fx). - () lLim flx). -(¢)
x— 1t x>0
o(d) lim fx). e(e) lim f(x).
X—+oo X—3—oo

lim Ax).

X+

lim f(x).

x—>1
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o7,

10.

1L

12,

13.

14.

oS5,

Mostrar que existe o limite de fix) =4x—Semx =3 e que é igual a 7.

Mostrar que lim 2 =09.

x—3

Nos exercicios 8 a 12 € dado lim f{x) = L. Determinar um niimero 8 para o € dado

tal que [ix) — Ll <€ sempre que 0 <l x—al < 8.

im (2x + 4) =8

x—2

im (3x+7) =10

x—-1

Hm x2—4=_4
x—>2 Xt
lim 1 _=1
x5 2% 3
lim x2‘1=2
x—>1 x-1

Demonstrar que lim x sen 1/x = 0.

x—0

Mostrar que:

(i) Sef € uma funcdo polinomial, entdo lim f{x) = fla) para todo real a.

xX—a

0,01.

0,5.

0,1.

0,25.

xX—a

§ HRRE
adle s N

e

(it) Se g € uma fungdo racional e a pertence ao dominio de g entio

im g = gla).

xX—a

Calcular os limites nos exercicios 15 a 34, usando as propriedades de Limites.

im (3 - 7x — 553).

x—0

216.

lim (3x% — 7x + 2).

x—3
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17.  lim (=X + 6x* + 2).
x—-1

19. lim [(x+ 4% &+ 27
x—-1

21 lim >t
xo2 3x -1

23, lim %
x—>1 X 1

25. lim L-5t+6
t—o2 t-2

Nox + 3.

27. lim
x4
229, lim 2= X
xoV2 ’3x
o31. lim [2senx — cosx + cotg x].
X2 LA s
1o} Qe e e T
/(/ ‘/‘ i . »j} o 7&,:};\ o
33, lim (2x + 3)V4
x—-1/3

3.7 LIMITES LATERAIS

3.7.1 Definicao. Sejafuma fungéo definida em um intervalo abcrto (a, ¢). Dizemos
que um ndmero L é o limite a direita da fun¢do f quando x tende 1 para a;-¢

€8Crevemos

lim Ax) =

xod*t

18. lim
x—>1/2

@2x + 7).

20. Lim [(x - 2)0 .

x>0

x + 4]

t+ 3
t+ 2

22, lim

t—2

2+5+6

224. lm t+2

26. lim

28. lim (3x + 2)¥3.

x—>7
T a2 -4

032, lim (& + 4x). 2+ 0

o x4 0o l( . j, (ix
\_,‘,»v QL‘A’_ (’/ ‘s
senh x
34, 1 —_—,
x>2 4
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se para todo € >0, existe um &> 0, tal que Iix) — Ll <€ sempre que
a<x<a-+?d.

Se lim f(x) = L, dizemos que f{x) tende a L quando x tende para a pela
x—at

direita. Usamos o simbolo x — a* para indicar que os valores de x sdo sempre maiores
do que a.

De maneira andloga, definimos limite 4 esquerda.

3.7.2 Defini¢do. Sejafuma fungdo definida em um intervalo aberto (d, a). Dizemos
que um nidmero L € o limite a esquerda da funcio f, quando x tende para a, €
escrevemos

lim flx) = L

xX—a
se para todo € >0, existe um 8 >0, tal que |fix) —Ll <€ sempre que
a-d0<x<a.

Neste caso, o simbolo x — a4~ indica que os valores de x considerados sdo
sempre menores do que a.

Observacdo. As propriedades de limites, vistas nas proposi¢des 3.5.1, 3.5.2 ¢ 3.5.3
continuam vélidas se substituirmos x - a porx —> a* ou x > a".

3.7.3 Exemplos

(i) Dada a fun¢do fix) = (1 + Vx — 3), determinar, se possivel,

hm fix) e lim fix).

x—=3t x—3

A fungdo dada s6 € definida para x > 3. Assim, ndo existe . lim Ax).
’ x—53

Para calcular ,lim+ fx), podemos aplicar as propriedades. Temos,

x—>3
xl‘—i)rg+ ﬂx) h xli)n; (1+ * ) *QaﬁQ)uA
' St
giGogof

RIBLIDT 4
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lim 1+ lim Vx -3

x—3t x—3"

= I+Vlim+(x—3)

x—3

= 1+0

|
> se x#0

X

e (i) Sejaflx) =

1, se x=0,

Determinar lim fix) e lim Ax). Esbogar o gréfico.
x-0" x>0

Sex>0,entdo lxl=xe f(x)=_7x = -1.

Logo, 1'1rn+ fx) = lim -1=-1.

x-0 x=0"
- X
Sex<O,entiolxl = —x e f(x) = - 1.

Portanto, lim fix) = lim 1 =1,

x>0 x>0
O grifico da fung@o pode ser visto na Figura 3.7. Observamos que

lirn+ fix) # lim fix).

x—0 x>0
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AY
» 1
X
-1 r—__
Figura 3-7

(iii) Seja fix) = Ixl. Determinar lim - f{x) e lim f{x). Esbogar o gréfico.
x0t x>0

Se x 2 0, entdo fix) =x. Logo, lim fix) = lim x = 0.
x—0" x>0

Se x <0, entdo fix) = —x. Logo, lim Afix) = lim (—x) = 0.
x>0 - x>0

A Figura 3.8, mostra o esbogo do gréfico da fungdo. Neste exemplo, podemos
observar que

lim+ fix) = lim fx).

x—0 x—0

V% /

Figura 3-8
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O teorema a seguir nos dé a relagdo existente entre limites laterais e limite de
uma funcao.

3.7.4 Teorema. Se fé definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivel-

mente no ponto a4, entdo lim flx) = L se ¢ somente se lim fx) =L
x—a x—at

e lim fix) =

xX—=>a

Prova. Provaremos apenas a condigio suficiente. A condigdo necesséria é consequenc1a
imediata das defini¢oes dos limites envolvidos.

Suponhamos que lim fix) = L e lim fix) = L. Entdo, dado € > 0 arbitri-
x—=at’ x—>a"
rio, existe 8, > 0 tal que |f (x) — L| < e sempre que a < x < a + 3, ¢ existe 3, > 0 tal
que |f (x) - L| <esempre quea—d, <x<a.

Seja d = min {3, 8,}. Entdoa -8,sa—-d ¢ a+8=sa+d, e, portanto,
se x#a ¢ a-0<x<a+?d, temos que |[f(x) - L| <e.

De forma equivalente, |[f (x) — L| < € sempre que 0 < |x — a| < 8 ¢ desta forma,

lim fix) =
xX->a
3.7.5 Exemplos

() Analisando os exemplos anteriores, podemos concluir que:

(a) Também ndo existe lim -
x—0 )

®) lim i = 0. -3

x—=0
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*+1, para x<?2
(i) Sejafix) =+ 2 , para x =2
9 - x2, para x> 2.

Determinar, se existirem, lim fx), lim fx) e lim f{(x). Esbogar o grifico
x—2t x—>2 x—2

da func@o.
Se x > 2, entdo, f(x) =9 — x%.

Assim,

im flx) = lim_ 9-x)= lim 9-—lim x*=9-4=35,

x—2 x—2 x—2" x—=2"
Se x < 2, entdo, fix) = X2+ 1.

Portanto,

lim fixy= lim @+ 1)= lm x* + Lm 1=4+1=5

X2 x—2 x—2 x—2
Como lim fix) = lim flx) = 5, concluimos que
x—2" x—52
lim fix) = S. ' a
x—2 !

A Figura 3.9, mostra o grifico de f(x).
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3.8 EXERCICIOS

1 Seja fix) = -
3x - ’Z, x>3.
Calcule:
@) lim_Rx).. »(b)  lim ARx).
x -3 x - 3+ 14
«d) lm fx). ~(e) Iim+ f(x).
x357 x5 %
Esbogar o grifico de f(x).

2-2x+1, x#3
©2. Sejah(x) =

7 , X=13.

«Calcule lim A(x). Esboce o grafico de h(x).

x93

+c) lim Ax). .
x—=3 4

() lim Ax).
x—)IS q
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3.

6.

s7.

~8.

Seja F(x) = x — 4l. Calcule os limites indicados se existirem:

a) lim F(x). ob) lim F(x). oc) lim F(x).
x> 4% x4 x4
Esboce o grifico de F(x).

Seja f (x) = 2 + 15x — 11. Calcule se existir:

~(@) lim +f(x). s(b) lim fx). e(c) lim fx).
x—>1/5 x—-1/57 x> 1/5
Esboce o grafico de fix).
Ix — 3i ;3
I
Sejagr) =1 * 73
0 y X = 3

<(a) Esboce o gréfico de g(x).

*(b) Achar, seexistirem lim g(x), lim g(x) e lim g(x).

x=3 x-—)3j x—3

xxl, se x#0
Seja h(x) =
0 , se x=0.

Mostrar que h(x) nfo tem limite no ponto O.

- 1 T . . ! N S
i v - - S — PR

ol A AR LoD e

Determinar os limites a direita e ﬁesquerda da fungdo f(x) = arc tg 1/x quandox — 0.

Verifique se lim
x=>1 * 1

existe.
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N % ON
VIl IAA
_—— O
. A
_

Esboce o gréfico e calcule os limites indicados se existirem:

a(a) lim flx). o(b)y lim fx). «c) 1im+ fx).
x> -1 x—1 x—-0

d{d) lim fAx). {e) lim fx)." (f) lim f(x).
x>0 x>0 x2t

»(g) lim_ fx). o(h) lim f(x).
x—2 x—52

10, Sejafix) = (2 — 25)/(x - 5).

Calcule os limites indicados se existirem:

o(@ lim fx). +(b) lim Ax). s(c) lim fix).
x>0 - x5t x—>-5

d) lim flx). o(e) lim f(x).
x—5 x—>-5

3.9 CALCULO DE LIMITES

Antes de apresentar exemplos de cdlculo de limites, vamos falar um pouco
sobre expressoes indeterminadas. Costuma-se dizer que as expressoes:

0 e 0 0 qe
O _90x ,O’ ,1

s b

sdo indeterminadas. O que significa isto?
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Vejamos, por exemplo, % .

Sejam f e g fungdes tais lim fix) = lim g(x) = 0. Nada se pode afirmar,

xX—a xX—a
a priori, sobre o limite do quociente f/g. Dependendo das fungdes fe g ele pode assumir

qualquer valor real ou ndo existir. Exprimimos isso, dizendo que 0/0 é um simbolo de
indeterminagio.

Para comprovar o que dissemos acima, vejamos dois exemplos:

@) Sejam fix) = 3 e glx) = x2.

Temos, lim fix) = lim gkx) =0

x—0 x—0

3
e lim T = lim £ - lim x=o.
x—=0 g(x) x>0 x? x>0

Il

(i), Sejam flx) = x* ¢ g(x) = 2x%

Temos, lim Afx) = lim g(x) = O e, neste caso,
x—0 x>0

lirnM—li x’

1
= lim — = lim =
x>0 83 xs0 2% xs0 2

Analisaremos, agora, alguns exemplos de célculo de limites onde os artificios
algébricos s@o necessdrios. Sdo os casos de fungOes racionais em que o limite do
denominador € zero num determinado ponto e o limite do numerador também € zero

neste mesmo ponto.
Simbolicamente estaremos diante da indeterminagdo do tipo 0/0.

Exemplo 1. lim M
x— -2 x2—4
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Neste caso, fatora-se o numerador ¢ o denominador fazendo-se a seguir as

simplificagSes possiveis. Aplicamos entfio a proposigdo 3.5.2.

Temos,
£ -3x+2 . P -2+DE+2) |
x—>-2 x2 -4 x5-2 x-2)@x + 2)
o2 -2 +1
= lim —————
x—>-2 x -2
lim (2 - 2x + 1)
x—>-2
lim (x - 2)
x3-2
= -94.
Exemplo 2. lim # .

x—0
Para este exemplo usaremos o artificio da racionalizagdo do numerador da

fungéo.
Segue entio,

(x+2 - V2)(x + 2 +V2)

lim Vx + 2 — V2 = lim
x x>0 x(Vx +2 +¥2)

x—>0

(x+2P - (\2)

= lim

x>0

x(Vx +2 +v2)

- lim x+2 -2
250 x(Vx + 2 +V2)
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. 1
lim ———
x50 Vx + 2 + V2

1
2V2

3
Exemplo 3. lim x -1

x—>1 ‘j—;—l

Neste caso faremos uma troca de varidveis para facilitar os cdlculos.
Por exemplo, x = 1%, ¢ > 0.

Quando ° — 1, temos que f — 1.

Portanto,
. -1 _ i VE -1
x>1 ‘l;—l to1 ‘j;—l
t—1 13—1
-+ 1)

= @i+ D '

) t+1
= lim ——
i1 B+t +1

= 2/3.
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2 —
Exemplo 4. lim w .
h—0 h

Neste exemplo, simplesmente desenvolve-se o numerador para poder realizar
as simplificagdes. {

Obtem-se:

lim x+ R -2 im 2+ 2xh + W — X

o0 h h—>0 h

. 2xh + K

= lim ————
h>0 h

= lim h(2x + h)
h—>0 h

= lim (2x + h)
h—0

= 2x

3.10 EXERCICIOS

1.  Para cada uma das seguintes fung¢Ges ache

lim L}f :’;(2)»

x—>2

‘{ 3@ fl) =32 o(®) f=1/ x%0. @) f=2B72

1
x+1

od) f)=3C+5x—1. se) fl)= v ox# 1. o) f)=x.
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Nos exercicios 2 a 25 calcule os limites.

2 i Tt L 03, g Lt AC+ 4
x—-1 x2—1 t—>-2 (t+2)¢-3)
. lim 2 +3x - 10 o g 26 -3-5.
x—>2 3X12—5X—2 1—5/2 2t - 5
6 i TrU-ax-a . lim (3= 1x+20 3
x—a X —-a x—)44x2—25x+36 Ll
0 . S _ \
8  1im X+ 6x+ 5 o  fim 2-1 (Y 5L
€O, L >4 T '.\ "\_’”7’"’ -
i1 2 —3x—4 i1 2+ 3+ 2 (X
Jody o
+10. Hm 2 - 4. o1l lim m
xo2 X2 ro2 X2 —12x + 20
4 2
a2,  Lm &FR 16 J3. lim G F0°-16
h—0 h t—0 t
. 25 +3t'—5 . V@ +bt —a
=14. lim —————- ol5. lim ——>»a>0.
t—>0 t t—0 t
. NR -1 \k 22 -8)+ h
16. lim . »17. Iim —m——-
h—1 h -1 h—>-4 h+4
219. lim ;Mx—l
x—0 —-x
3— 3
L I
0 21. lim'u’a;to. /
xa X0
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\ i 3 3 3

«22. / lim ;/; -1, \23. lim Ml
x—>1 ‘\/;_1 x—1 x-1)

- 24. lim 2;__ NS + x . 825. lim \[1 tx - \/1 - X,
x—>4 1 - “5 - X x>0 X

3.11 Limites no Infinito

No exemplo 1 da seg¢do 3.1, analisamos o comportamento da fungio
fix) =1 - 1/x para valores de x muito grandes.

Intuitivamente, vimos que podemos tornar o valor de f{x) tdo préximo de 1 °
quanto desejarmos, tomando para x valores suficientemente elevados. (Observar a
Tabela 3.1.) Da mesma forma, fazendo x decrescer ilimitadamente vemos que f(x) se
aproxima desse mesmo valor 1.

Temos as seguintes defini¢oes:

3.11.1 Definigido. Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto (a, + o).
Escrevemos,

lim fix) = L,

X +eo

quando o nimero L satisfaz & seguinte condigio:

Para qualquer € > 0, existe A > 0 tal que If (x) — LI < € sempre que x > A.

3.11.2 Definicdo. Sejafdefinida em (- oo, b). Escrevemos,

lim fix) = L,

X — —o

se L satisfaz a seguinte condicéo:

Para qualquer € > 0, existe B < 0 tal que If (x) — LI < &€ sempre que x < B.
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Observagao.As propriedades dos limites dadas na proposi¢do 3.5.2 da segdo 3.5,
permanecem inalteradas quando substituimos x — @ por x — + o ou X — — oo,

Temos ainda o seguinte teorema, que nos ajudard muito no cdlculo dos limites
no infinito. /

3.11.3 Teorema. Se n é um niinfero inteiro positivo, entdo:

1
) lim — =0.
xote X'
(i) lim L 0
i XU

Prova. Vamos demonstrar o item (i). Devemos provar que, para qualquer € > 0, existe
A > 0, tal que

— 0| <& sempre que x > A.

1
x"*
O exame da desigualdade que envolve € nos sugere a escolha de A.

As seguintes desigualdades sdo equivalentes:

ll—o' < &
X"
1 < &
lxI?
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A dltima desigualdade nos sugere fazer A = 1/ V;:_

Temos que x > A = ' %— 0| < & e desta forma

lim

L. 0.
X—>+eoo »x’l

A demonstragdo do item (ii) se faz de forma anéloga. Sugerimos ao aluno que
tente fazé-la.

3.11.4 Exemplos

(i) Determinar lim -3,
xte X+ 8

. . ~— . oo
Neste caso, temos uma indeterminag¢@o do tipo — - hn
- =)

Vamos dividir o numerador ¢ o denominador por x e depois aplicar as proprie-
dades de limites juntamente com o teorema 3.11.3.

Temos,
im 2x — 5 - & 2 - 5/x
ro1ee X T8 T e 1+ 8/x

lim (2 - 5/x)
_  XDtee
lim (1 + 8/%)
X400
m 2 - lim 5/x
X—>+oo X—>+oe

Iim 1+ lim 8/x
X+ X+
f A
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. 2-50

-~ 1+80

= 2.
2x3—3x+5'

i) Encontrar lim
(é6) e 402

Novamente temos uma indeterminac¢io do tipo eofeo,

Para usarmos o teorema 3.11.3, dividimos o numerador e o denominador pela
maior poténcia de x, que neste caso e?

Temos,
2 _ 3,5
. 2 -3x+5 . /;2 xx
im —/——/— = lm’ ' —F—
w4 -2 e 4= 2/X

lim (2/x* - 3/x* + 5/x°)

X—y—eo

lim (4 — 2/x)

X —eo

2 lim 1/xX2 -3 lim 1/x*+5 lim 1/%

— X > —o0 X —>—o0 X —>—o00
lim 4 -2 lm 1/
X—>—o0 X—> —oo
. 20-30+50
B 4 - 20
= {o.
2x + 5

(iii) Determinar lim

X+ 22 -5
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Neste caso, dividimos o numerador e o denominador por x. No derominador
tomamos x = Vx? , j4 que os valores de x podem ser considerados positivos (x — + ).
Temos,

. 2x + 5 . - 2 +5/x
im ——— = Ilim

x>+ N2x%2 — 5 X+ V2x2—5/‘/x_2

lim 2+ 5/x)
X =) +eo
im 22 -5
X +oo x2

im 2+35 lim 1/x

X—>+eoo X —>+ oo
im 2 _ 5/42
X +4eo
_ 2+50
Vim (2 - 5/
X—>+ oo
- 2
T \2-50
2
= ==12.
V2
2x+ 5

(iv) Determinar lim ——— -

x> V202 —

Como no exemplo (iii), dividimos numerador ¢ denominador por x. Como
neste caso ¥ —> — oo, 0s valores de x podem ser considerados negativos. Entdo, para o

denominador, tomamos x = —Vx2. Temos,

b (XS 2+ 5/x

so-= Vo2 =5 s V22— 5/ (N2)
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2+ 5/x
-~ lim
xz
im @ + 5/%)
B X —eo
N Iim @- 5/
x> —oo
. 2+50
N2 - 50
_ 2
&
= —\2.

3.12 LIMITES INFINITOS

No exemplo 4 da se¢do 3.1, analisamos o comportamento da fungdo
fx)=1/(x+ 1)2 quando x est4 préximo de —1. Intuitivamente, olhando a Tabela 3.4,
vemos que quando x se aproxima cada vez mais de —1, f(x) cresce ilimitadamente.

Em outras palavras, podemos tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, tomando
para x valores bastante préximos de —1.

Temos a seguinte definicdo.

3.12.1 Definicdo. Seja f(x) uma fungdo definida em um intervalo aberto contendo
a, exceto, possivelmente, em x = a. Dizemos que

m fix) = +eo,

X—a

se para qualquer A >0, existe um &> 0 tal que filx) >A sempre que
O<l—al<d.
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De modo semelhante, observando a Figura 3.5, do exemplo 5 da se¢do 3.1,
podemos ver o que ocorre com uma fungdo f{x) cujos valores decrescem ilimitadamente
nas proximidades de um ponto a.

3.12.2 Defini¢do. Seja fix) definida em um intervalo aberto contendo a, exceto,
possivelmente, em x = a. Dizemos que

lim flx) = —eo,

xX—>a

se para qualquer B <0, existe um 8> 0, tal que fix) <B sempre que
O<kx-al<d.

Além dos limites infinitos definidos em 3.12.1 e 3.12.2, podemos considerar
ainda os limites laterais infinitos e os limites infinitos no infinito. Existem defini¢Ses
formais para cada um dos seguintes limites:

lim fix) = 4e, lim flx) = +ec, lim flx) = —oo,
x—at x—a x> at

im fix) = —e , lim f(x) = o, lLm fx) = —oo,

x—>a X +eo X >+ oo

im fix) =+ e  lim f{x) = —oo.

X —) —oo X —> oo

Por exemplo, dizemos que lim f{x) = +eco se para qualquer A > 0, existe
x—a*

um & > 0 tal que f (x) > A sempre que 0 <x <a + d.

A seguir apresentamos um teorema muito usado no célculo de limites infinitos.
3.12.3 Teorema. Se n é um nimero inteiro positivo qualquer, entéo:

@  lim

1
- = +oo_
x>0t X
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+oo, sen & par

@) lm =
x>0 X' —oo, se n & impar .

Prova. Vamos provar o item (i). Devemos mostrar que para qualquer A > 0, existe
4 > 0, tal que

$>A sempre que 0 <x <.

Trabalhando com a desigualdade que envolve A, obtemos uma pista para a
escolha de 8. Como x > 0, as desigualdades abaixo sdo equivalentes:

i>A
x*

1
x"<A

x < Vi/A.

Assim, escolhendo § = V1/A, temos 1/x" > A sempre que 0 < x < d.

3.12.4 Propriedades dos Limites Infinitos.

De certo modo, a proposi¢cdo 3.5.2 permanece vélida para limites infinitos,
embora devamos tomar muito cuidado quando combinamos fung¢des envolvendo esses
limites. A Tabela 3.7 nos dd um resumo dos fatos principais validos para os limites
infinitos, onde podemos ter x — a, x —2>a*, x > a, x = + o ou x —> — oo, As
demonstragSes ndo sdo diffceis. Provaremos o item 01 como exemplo.

Na Tabela 3.7, 0" indica que o limite é zero e a fungdo se aproxima de zero
por valores positivos e 0~ indica que o limite € zero ¢ a funcdo se aproxima de zero por
valores negativos.
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Tabela 3.7
lim f(x) | lim g(x) h(x) = lim A(x) simbolicamente
01 Teo o | fix)+gk) 1 oo teotoo=teo
02 + oo + oo fix) — gx) ? (+ o) — (+ =) € indeterminagao
03 + oo k Jx) + g(x) + oo +oot+ k=400
04 — oo k fx) +gx) — oo —ot+fk=—oo
05 + o0 + oo fx) - gx) + oo (+oo) - (F0)=+00
06 | +o | —= | f)g) | - | (Fe)Co)=-o
07 +oe k>0 fx)-gkx) + o0 +o0-k=+0,k>0
08 +ee | k<0 | flx) gl — e +eo-k=—o0, k<0
09 ii o 0 fx) - gix) ? T o - 0 € indeterminagéo
10 k ) fx)/gx) 0 kit oo=0
11 t oo oo Jx0)/g(x) ? 1 oo/t o € indeterminagio
12 k>0 | 0* fx)/gx) + oo k0" =+ 00, k>0
13 +‘.°° o fx)/gx) + oo + oof0F =+ o0
14 k>0 0 /g — oo kf0T=—e, k>0
15 + e 0~ /g — e + 00f07 = — oo
16 0 0 fx)/gx) ? 0/0 ¢ indeterminagé@o

Prova do item 01. Sejam f e g tais que lim fix) = +o0, lim gx) = +e ¢
’ x—a x—a
h(x) = fix) + g(x). Vamos provar que lim A(x) = + oo,

x—a

Devemos mostrar que dado A > 0, existe 8 > 0, tal que A(x) > A sempre que
O<lx—al<é.
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Seja A > 0 qualquer. Como lim  f{x) = +eo,3 3, >0 tal que f{x) > A/2 sempre

X—a
que 0 < Ix — al < §,. Como lim g(x) = + oo, existe 8, > 0 tal que g(x) > A/2 sempre
x—a !

que 0 < Ix—al <3,

Seja & = min {3,, 8,}. Temos, entdo
h(x) = fix) + g(x) > A/2 + A/2 = A sempre que 0 < Ix — al < & ¢ desta forma

lim h(x) = + o=
xX—a

3.12.5 Exemplos < ,
(1) Determinar lim K(x3"i+ x + /%),
x>0 - N

/
/
I'd

Temos,

lim 3+ Vx + 1/ lim X+ lim Vx + lim 1/x2

x—0 x>0 x—0 x>0

0+0+e

-
<+ ;.

(i) Determinar lim (35 — 4%° + 1).

X +ee

, ,
Neste caso, temos uma indeterminag&o do tipo e — e, Para determinar o limite
usamos um artificio de cédlculo. Escrevemos,

X—>+oo X +oo

i T 4 1
im (3 -43+1) = lim xj(s—fﬂéj
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= +0(3-0+0)
= + oo,
(iii) Determinar lim % , lim % e lim %]
x>0 x—0 x>0
Para x > 0, temos Ix! = x. Assim,
| X 1
Iim — = lim — = lim — = +ee
x>0 x2 xoot x’Z x-—)0+ X
Para x < 0, temos IxI = — x. Portanto,
Ix1 —x -1
Iim — = lim — = lim — = +oo
x—=0 x2 x>0 x‘Z xo0 X
Como lim 2 = lim X = 4, conclufmos que lim L1
x>0 xz x>0 xz ’ x—0 xz ’
. Sx + 2
(iv) Determinar lim — -
xoo1 b+ 1
Quandox —»> —1 , Ix + 1l — O*. Assim,
Iim (5x + 2)
lim X T2 _ x2- -3 .
iy b+ U T Hm k+ 10 ot : /
x— -1 )
2 +3x+1 . 2 +3x+1

v) Determinar lim , lim
) x ot x2+x—6 x—>2 x2+x—-6

.o X2+ 3+ 1
[+ lun4
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Temos,
. 2+ 3x+1 . 2 +3x+1
lim —w———— = Ilim
x—2" P2 +x-6 -2t (x _;2) (x+3)
im (2 + 3x + 1)
— x—)2+
Iim [(x - 2)(x + 3)]
x—)2+ ’
1 o
0
= + oo,
Ainda,
lim 2+ 3x + 1)
- lim 2 +3x+1 x52
xo2 X +x-6 lim [(x - 2)(x + 3)]
x—>2
— _H 4
0—~
Como
. P+ 3x+ 1 X+ 3+l . P+ 3+ 1
lim =% lim 55— ndoexisteo lim —/—M-

x_)2+ .x2+x—6

x_,z‘x2+x—6

Porém, muitas vezes, calculando limites de uma maneira menos formal, escrevemos que

2+3x+1

_OO’

lim

sem nos preocuparmos com o sinal.
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(vi) Determinar lim 2+ 3.
x4 X+ 2

Dividindo o numerador e o denominador por x2, temos

im —= = lim —% -

(vii) Determinar lim - X .
x>tee X + 2

Dividindo o numerador e o denominador por X3, temos

3
fm =% - m X
X +teo 8x + 2 X > +oo _8_+£
2
lim (5/F ~ 1)

x>te

im (8/x2 + 2/2)

X—>+oo




Limite e continuidade 117

-1
0+

4
(viii) Determinar lim 2%t 3%+ 1
Xt 4 - X

Dividindo o numerador e o denominador por x*, temos

lim = lim

4
x>+ 4 -x X+

3
24 432 + 2 + 1 : 1
4
x4

(ix) Determinar lim x2+—3xi .
X—>+oo 3-2

Dividindo o numerador e o denominador por x°, temos

3 1

TeTe

%=

lim 2+ 3x -1 —  lim

X—>+oo x3 -2 . X—>+oo 1

Rl
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lim

1,3
x4 | X X2

_éJ

=)

(x) Mostrar que se P(x) =ax" +ax" "'+ .. +a e

O(x) = byx™+ bx"~1+ .. +b_, entdo

lim Px) _ lim

X > toe Q(X) _x—)ico ngm

Temos,

a”

ax* + dx"“l + .. +a
lim P!x) — lim Oxn 1 1 n_ .
x> te Q) xte b + b+ L+ b
al an—l an
ﬂ£a0+;+...+F+;
= lim 5 b b
X—>teo
x™ ey _ml  m
[b0+ . +'°+x"H +x’”}
al an 1 an
a+ _— + ...+ St
x x" x"
= lim — lim
X tee x>t oo b1 bm—l bm
by + — + +x—m_—1+;
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) _ %
x>te x" bo
ay
 xste by
3.13 EXERCICIOS
3x + I
1. Sefix) = Tx = S calcule:
«a) lm fx). o(b) lim fx).
X+ X——so
2. Se fix) = : , calcule:
S x + 2)2
«a) lm flx). +b) lim Ax).
x—-2 X~ +oco
Nos exercicios 3 a 40 calcule os limites.
. 1 4
3. lim (3 +4F2 - 1). 4. Im |2 -+ —= |
X —>+o0 X —> +oo x x2 ‘ . R
AVER
s, um LEL. 6. lim 1
[—)+aot2+1 [—-)_cat2+1
g tim LoEE3 8. lim X X +2
to40 28 + 51 - 3 s te X2+ T
' 3%5 e -
_ PO ST 4 _
€9. lim §i_x2_-!;z —7 a//‘L ¢10. lim S + 2
X— —o0 2 — xz (’;X -~ x—)—eo‘7x3 + 3
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1L 1imx2+3x+1- 012, lim wx + 3x — 10
X—>4+® x X > 4+ O x3

13 fm ol 14, lim A& - Tcosx)
forw [ — 4 x—=+o 3x% — Ssenx + 1
v V-1 xss0 X+ 1

17.  lim V21 18. lim (V2 +1-V&Z-1).
xX—>—o0 X + 1 X—> 4+

19. lim x(Vi¥® -1 - x). 20. lim (V3% + 2x + 1 — V2x).
X—>4+® xX—=+® .

l. i 0P -3x+d 22 fim Yo 2+l
P T | xo—w X -1

23, lim %S_M . 24, lim ﬂ .
x> X +x3—x+1 s—).}.oov;-z_;

25. lim v -7 26. lim (Viex® + 152° — 2x + 1-2x).
X—> —® X + 3 X—2>4+®

3

27.  lim 357_ ds 28 lim YT,
§—> 4+ 25 + 1 X—=>4+® X + 3

29. lim 30. Ilim
y—=+oV5 +4y2 y—=>-=V5 +4y2

-31. xl_x:x;+ 3 32. xl_l’II::_ -3

x x

< 33. lim 34, lim

x—-)2+x2—4 x—%z_xz-—4




Limite e continuidade 121

35 um 2O . e36. lm 2*8 .
yo6" y° —36 yo6 ¥y — 36

37. lim ——>—%* . .38 lm —>—% .
x—4" F —2x -8 x4 X -2 -8
. 1 . 1

B9 Hm g 40 hm, 3

3.14 LIMITES FUNDAMENTAIS

Daremos a seguir trés proposi¢Ges que caracterizam os chamados limites
fundamentais. Estaremos tratando de casos particulares de indeterminagdes do tipo 0/0,

1= e o0,

s€n x

3.14.1 Proposigio. O lim éigualal.

x—>0

Prova. Consideremos a circunferéncia de raio-1 (Figura 3.10).

AY

»

Figura 3-10

Seja x a medida em radianos do arco AOM . Limitamos a variagdo de x ao
intervalo (0, n/2).
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Observarido a Figura 3.10, escrevemos as desigualdades equivalentes:

drea A MOA < area setor MOA < area A AOT

OA - MM < OA - AM < OA - AT
2 2 2

MM < A’Xl\ < F

sen x < x < tg x.

Dividindo a dltima desigualdade por sen x, j4 que sen x > 0 para

x € (0, g),temos

X 1
1 < <
sen x cos x
sen x
1 > > COS X. (1)
X

Por outro lado, sen x/x e cos x sdo fungdes pares. Entdo,

sen (— x) senx
= e cos(—x) = cosx.
(=x) x

Portanto, a desigualdade (1) vale para qualquer x, x # 0.

Como lim cosx =1 e lim 1 = 1, pela proposicdo 3.5.3, segue que
x—0 x—0

. senx
lim
x>0 X

= 1.
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3.14.2 Exemplos

® lim 02

x—0 X
Por 3.14.1, podemos calcular limites do tipo

sen u
u

lim

u—0

b

onde u € uma fungdo em x.

Neste exemplo, u = 2x e u — 0 quando x — 0. Portanto,

lim SUE _ gm SRE g oy SME 5 g g,
x—=0 x u—0 u/2 u—0 u
i) lim sen3x

r—0 Sendx

Neste caso, faremos inicialmente alguns artificios de célculo como segue:

sen 3x
— - 3x
sen 3x . 3x
m = Iim
c—0 Senéx x—0 Sendx 4x
4x
lim sen 3x
_ é x—0 3x
4 lim sen 4x
x—0 4x
_ 3.1
B 4 1

W
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) t
@iii) lim L:-E
x—=0 X
Temos neste caso,
sen x
) tg x . c
lim gx = limn oS X
x>0 X x>0 X
. sen x 1
= lim
50 X coS X
. sen x 1
= lim
x—0 X x—0 COSX
= 1-1
= 1.
3.14.3 Proposicdo. lim (1 + 1/x)* = e, onde e é o mimero irracional neperiano

x—>teo

cujo valor aproximado € 2,718281828459 ... .

Prova. A prova desta proposi¢do envolve nogGes de séries, por este motivo serd aqui

' omitida.

3.14.4

Exemplos

(1) Provar que lim (1 + x)!* = e.
x—>0

Em primeiro lugar provaremos que lim (1 + )*=e.
x—0




Limite e continuidade 125

De fato, fazendo x = 1/t temos que ¢ — + oo quando x — 0*. Logo,

lim (1 +xY = lm (1 + 1/ = e.

+
x—0 t—>+eo

Da mesma forma, prova-se que lim (1 + x)1* = e.
x>0

Portanto, lim (1 + x)1* =e.
x—>0

(i) Determinar lim In(1 + ).
t—0

Usando a proposi¢ao 3.5.2(g), temos

lim In(1 + )Yt = m[

t—0

lim (1 + t)l/’:|

t—>0

= Ine
= 1.
R o |
3.14.5 Proposigao. lim =lna @>0, a=#l).
x—0 x
Prova. Fazendo t = & — 1, temos
F=t+1. €]

Aplicando os logaritmos neperianos na igualdade (1), vem

In & In (¢ + 1)

xlna “In@+1)
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In(c+1)
Ina

Quando x — 0, x # 0 temos que ¢ — 0, ¢ # 0 e entdo podemos escrever

t

im ©-1 - m me+D
x—0 X t—>0 Ina
1
= Ing- lim In(+1)
t—>0 t
Iim 1
= Ina __t»0
lim In(t + 1)
t—0 t

Considerando o exemplo 3.14.4(ii), conclufimos que

lim ax~1=ina.
x>0 X

3.14.6 Exemplos

a - b
(i) lim : .
x>0 X
Temos,
b [g i 1}
lim -y = lim
x—0 X x—0 X
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= lim b* - lim
x—0 x—0

-1 _ -1
(i) lim e —a - .
x—1 x2 -1
Neste exemplo, utilizamos artificios de cdlculo para aplicarmos a proposigao
3.14.5.
-1 -1 -1 -1
lim g —a”’ = lim (- -h-@ =)
x—1 x2_1 x—1 (-x+ 1)(x—1)
-1 _ -1 _
= lm —— [Hm S Jm axx-11
- xl—Iénl x+1 x—1 x—1
-1 _ -1 _
_ 1 lim e 1 lim a 11
2 x—>1 x-1 x—>1 x -1
“Fazemos t = x — 1 e consideramos que, quando x > 1,x# 1, temost — (,
t#0.
Portanto,
' éi -—\1 a -1
im € L— @} _ 1| tim’ '~ lim
et | Rt D S
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= %(lne—lna)

1
= , (1-Ina).

3.15 EXERCICIOS

Nos exercicios 1 a 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais.

o1 lim sen9x 2 lim sendx
x—>0 x x—0 3x
3 lim sen 10x 4 lim sen ax b0
Lo senTx © 4 senbx’ )
3
5. lm B%. 6. lm SUX2.
x—0 x x>0 X3
3x+1
tg*
7. lim 743 . °8. lim l_:M .
: xo-1 x+ 1) x>0 x
"9, lim LT SOS%. 10. lim (x - 3) - cosecnx.
x—0 X2 x—3
1 lim 6x — sen2x 12 lim cos 2x — cos 3x
x50 2x + 3sendx £ 50 X2
13, lim L= 208X+ cosdx 4. lim (1 + 1/m*S

x>0 x2 . n—yoeo
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15. Lm |1+ 2] - 16. lim X .
X300 X X oo 1 +x
n+1
17.  1m |23 18. lim (1 + 1/tgx)e*,
neseo | 20+ 1 1:
X ==
2
19.  lim (1 + cosx)/eo*%. 2. lim (1 +lQ]K.
In X — oo X
x—)T
x+3
5
-2 4 -1
2, im -1 2. lm -
x—2 X -2 x5 -3 X + 3
x—-1
4
3 -1
X
23, lim 2. o fm
x—o2 x-2 x—>1 sen[5S(x - 1)]
—ax _ ,bx
25, lim &——¢—. 2. lim L.
x—0 x x—0 x
ax bx
27. lim —&——¢ .
x—0 Senax — senbx

- 3.16 CONTINUIDADE

Quando definimos lim f{x) analisamos o comportamento da fungdo f{x) para
xX—a

valores de x préximos de a, mas diferentes de a. Em muitos exemplos vimos que

lim f{x) pode existir, mesmo que f néo seja definida no ponto a. Se f estd definida em
xX—a

a e lim f{x) existe, pode ocorrer que este limite seja diferente de f(a).
xX—a



130 Cdlculo A — Fungées, Limite, Derivagdo, Integracdo

Quando lim f{x) = fla) diremos, de acordo com a defini¢do abaixo, que f ¢
X—>a

continua em a.

3.16.1 Defini¢do. Dizemos que uma fungéo fé continua no ponto a se as seguintes
condigdes forem satisfeitas:

(a) f ¢ definida no ponto g;

(b) lim fix) existe;

X—a

(¢) lim fx) = Ra).

xX—a

A Figura 3.11, mostra esbogos de grificos de fungbes que ndo sdo continuas
em a.

AY AY
a X a X
AY AY ;
% i
a X a X

Figura 3-11
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3.16.2 EXEMPLOS

. . 2 -1
() Sejam fix) = 1 [
);2__11 »ose x# 1
gx) =
1 , se x=1.

As fungdes f e g ndo sdo continuas em a = 1. A fung8o f n3o estd definida em
a = 1. Portanto, nfo satisfaz a condi¢fo (a) da defini¢do 3.16.1. J4 para a fungdo g,
temos g (1) = 1, mas

lim g = im E=DEFD -y i =2,
x—>1 x—>1 x-1 x> 1

Logo, a condic¢fo (c) ndo se verifica no ponto a = 1.

A Figura 3.12, mostra um esbogo do grafico dessas fungoes.

\Y AY

yd

7

gx)

Y Y Ry

AN

XV

X

Figura 3-12
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.. . _ 1
@if) Sejam flx) = ———(x R e
1
o0 x — 27 se x #2
3 , se x=2.

As fungdes fe g ndo sdo continuas no ponto a= 2. A fungéo f nfo estd definida
neste ponto ¢ a fungio g, embora esteja definida em a= 2, ndo cumpre a condigéo (c)
da definicZo 3.16.1 pois lim g(x) # g(2).

x—2

A Figura 3.13, mostra os grificos dessas fung¢des.

AY , ArY ,
| ¢ | gt
"/ J: » _/ l: »
2 X 2 X
Figura 3-13
é‘:—I > sex #0
(iii) Seja fix) =
0 , s x=0.

- , X .
f ndo € contfnua no ponto g = 0. De fato, se x > 0, flix) = = 1. Assim,
Y

lim fix) = 1.Sex<0,fx) = >~ = - 1.

x>0
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Logo, lim f{ix) = —1. Portanto, ndo existe lim f{x) ¢ dessa forma f ndo ¢
x>0 x>0 ’
continua em a = 0.

Na Figura 3.14, podemos ver um esbogo do gréfico dessa fungZo.
LY—

X

_

Figura 3-14

x+3, se x2-1
(iv) Seja h(x) =
-x+1, se x<-1.

h € continua em todos os pontos. )
De fato, sejaa € R . Se a > — 1, temos

im k()= lim (x+3) =a + 3 = h(a).

xX—a xX—a

Se a < -1, temos

lim AR = lim (x+1) =-a+ 1= k)

xX—a X—a
Sea=-1, temos

lim+ h(x) = 1im+ x+3)=-1+3=2=nh-1)¢

x—>-1 x—>-1
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lim A() = lim (x+ 1) = —(1) + 1 = 2.

x> -1 x—-1

Logo, lim A(x) =2 = h(-1).

x—-1"
Podemos ver um esbogo do grafico de h(x), na Figura 3.15.

AY

/h(x)

1}
% 4

Figura 3-15
1
v ose X £ -2
. x+ 2
(v) Seja gx) =
3 , se x=-2.
Entdo, a funcéo g ndo € continua em x = — 2, pois
lim g(x) = lim SR —eo e lim g(x) = lim Lo + oo
x—-2 x—-2 x+2 ) x-2t xo-2t x+2
Neste caso, embora a fungo g seja definida ema =~ 2, lim g(x) ndo

x—-2
existe.

Podemos ver um esbogo do gréafico de g (x) na Figura 3.16.
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~

Figura 3-16

PROPRIEDADES DAS FUNCOES CONTINUAS

3.16.3 Proposicdo. Se as fungdesfe g sdo continuas em um ponto a, entdo:

(i) f+ g écontinua em g;
(i) f-gé continua em af
(iii) fg ¢ continua em g;

(iv) flg € continua em q, desde_: que g(a) ;t 0.

Prova. Vamos provar o item (iv). Os demais ficam como exercicio.
Suponhamos que g(a) # 0. Entdo f /g é definida no ponto a.

Como f e g s@o continuas no ponto a, temos

Iim fix) =fla) e lim gkx) = gla).

xX—a xX—a

Assim, pela proposi¢do 3.5.2, temos

f(;l Iim f(x) ﬂ )
1 X XxX>a _ a _
xh_r)na g(x) = lim gx)  gla) (77 8)a).

Logo, f /g € continua no ponto a.
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3.16.4 Proposicao.

(1) Uma fungdo polinomial € continua para todo niimero real.

(i) Uma funcdo racional ¢ continua em todos os pontos de seu dominio.

(iii) As fungdes flx) = sen x e f(x) = cos x sdo continuas para todo nimero
real x.

(iv) A funcdo exponencial f(x) = _ex_‘é»cggnn’nua para todo nimero real x.

A prova dessa proposic@o segue diretamente das propriedades de limites.

3.16.5 Proposicdo. Sejam fe g fungdes tais que lim fix) = b e g é continua
xX—a :
emb.

Entdo lim (g , N() = g(é), ou seja,

xX—a

lim g[fx)] = g[ lim fx)].

X—a xX—a

Prova. Queremos mostrar que lim (g o D) = g(b), isto €, dado € > 0, >0,

X—a

tal que

(g o Nx) — gb)l <& sempre que 0 < lx—al <3d.

Como g € continua em b, por definigdo, lim g(y) = g(b). Portanto, dado
y—ob ‘

€>0,38 >0, talque Ig(y) — g(b)l < & sempre que 0 < ly — bl < 3,.

Como para y = b, temos Ig(y) — g(b) = 0 < g, podemos escrever

lg(y) — g(b)l < €, sempre que ly -bl<d, . ¢))
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Como lim fx) =b e &, > 0, pela defini¢do de limite, 3 8 > 0, tal que

xX—a

If (x) — bl < 8, sempre que 0 < lx —al < 3.

Portanto, se 0 < Ix —al < 8, y =f (x) satisfaz (1) e dessa forma

I g[f x)] — gb)l < &.

composta g »(Lfd _g continua no o ponto .

Prova. Como f € continua no ponto g, temos lim fx) = fa).
xX—a

Como g € continua em fla), podemos aplicar a proposigdo 3.16.5. Temos, entdo

lim (g /) =gllim Ax)] = gl{f(a)l
X—a xX—a
= (8of) @.
Logo, g o f € continua em a.
3.16.7 Proposicao. Swmnwkﬂmwmml
Seja J = Im(f). Se f. adeMgammmrsa g=fLJl->I, entdo g €

continua em todos os pontos de J.
Observamos que, com o auxilio desta proposicdo, podemos analisar a conti-
nuidade das diversas fungdes inversas definidas no Capitulo 2. Por exemplo, a fungfo
x A
g R* >R L v X

x—>Inx

€ continua, j4 que ela € a inversa da func¢@o exponencial f (x) =
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3.16.8 Definicdo. Sejafdefinida num intervalo fechado [a, b].

(@) Se lim fx) = fla), dizemos que f é continua a.direita no ponto a.
x—at

(iify Se lim Ax) = fib), dizemos que f € continua a esquerda no ponto b.
x—>b

(iii) Se f é continua em todo ponto do intervalo aberto (a, b), f € continua a
direita em a e continua & esquerda em b, dizemos que f € continua no
intervalo fechado [a, b].

3.16.9 Teorema do Valor Intermedidrio. Se f ¢ continua no intervalo fechado
[a, b] e L é um nimero tal que fla) < L < f(b) ouf(b) < L £ fla), entdo existe
pelo menos um x € [a, b] tal que flx) =L (Ver Figura 3.17).

fa)t

fx) =L
f(b)

XV

Figura 3-17

Esse teorema nos mostra por que as fung¢des continuas em um intervalo
muitas vezes sdo consideradas como fungdes cujo grafico pode ser tragado sem levan-
tar o ldpis do papel, isto €, ndo hd interrup¢des no grafico. Ndo apresentamos sua
demonstracido aqui.

Conseqiiéncia. Se f é continua em [a, b] e se f(a) e f(b) tem sinais opostos,
entdo existe pelo menos um nimero c entre a e b tal que f (¢) = 0 (Ver Figura
3.18). ‘
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(b)

XY

f(a)————‘i/‘\

Figura 3-18

3.17 EXERCICIOS

1. Investigue a continuidade nos pontos indicados:

sen x 0
’
x X #F

(@ fx) = emx=0.

© -8
I
(© fx) = 2 -4 emx=2.
i 3 , x=2
@) ﬂx):senl/x em x = 2.

X senl/x, x#0
@& fo= emx=0.
0 s x=0
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) f=31-d, x>1 emx=1.
1 , x=1
e _24 ’ x#2
o(®) =4 *~ emx=2.
0 , x=2
2 , x2-1
) flx)y= emx= -1
1 -k, x<-1
2 —3x+7 =2
'(i) x)z____, em x = .
f 2+ 1
() fix) = 2 , emx=-3.
3+ -x-3
2. Determine, se existirem, os valores de x € D(f), nos quais a fungfo f(x) nao € continua.

X

S
@fg={ -1 7
0 s x=-1.
_l+cosx>
&) ﬂx)_3+senx
_x = Ixl
(© fx) = x
V2 +5c+6, x<-3 e x>-2
@ fin =

|
w
IN
®
IA

I
N

_1 ’
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l1-cosx, x<0

(&) fix) =

2+1 , x20 '

2

(f)f(x)—ex_ ”

2 -3x+4

= 1

® fx) = *

1 , x=1
) f(x)=cosxin

Faga o gréfico e analise a continuidade das seguintes fungdes:

0, x<0 x2—4, x#-2
&) fix) = B f=q **t?
x, x>0
1 , x=-=2
x
T x#0 . mx+1), x20
o) fx)= d fx)=
-x , x<0
-1 , x=0
" ﬂx)=x3+3x2—x—3_
2+ 4x + 3
Calcule p de modo que as fungGes abaixo sejam continuas.
x2+px+2, x£3 x+2p, x<-1
(@ fx) = ® f=

3 x=3 p2 , x> -1
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P , x#0
(© fx) =
pP-7, x=0
5.  Determine, se existirem, os pontos onde as seguintes funcdes néo sdo continuas.
- X =3 - 06 — x)
@ 9= 3657 ® fw) =G -6 -2
1 | 2+ 3x -1
© R =15 @ f= 5
6.  Prove que se f(x) e g(x) sdo continuas em x;, =3, também o sGof+g ¢ f - g.
7.  Defina fungdes f, g e h que satisfagcam:
(a) f nao é continua em 2 pontos de seu dominio;
(b) g € continua em todos os pontos de seu dominio mas ndo é continua em R ;
(¢) hf écontinua em todos os pontos do dominio de f;
Faga o grifico das fungdes f, g, h e hof.
8. Deé exemplo de duas fungbes fe g que ndo sfo continuas no ponto =0 etaisque h=f- g ¢
continua neste ponto. Faga o grifico das fungGes f, g € h.
9. Sejamf, g e h fungBes tais que, para todo x, f (x) < g (x) < h(x). Se fe A s@o continuas no ponto
x =ae fla) = g(a) = h(a), prove que g € continua no ponto a.
10. Sejamae€ R ef: R —> R uma fungdo definida no ponto a. Se  lim xg); : aa) = m, prove

que f € continua no ponto a. x—a




