% CAPITULO 4

MAKRON
Books

DERIVADA

Neste capitulo, estudaremos a DERIVADA. Veremos, inicialmente, que ela
representa a inclinag@o de uma curva num ponto. Posteriormente, apresentaremos outras
aplicagdes préticas, em diversos ramos da Fisica, Engenharia, Economia etc.

4.1 A RETA TANGENTE

Vamos definir a inclinagdo de uma curva y = f(x) para, em segulda encontrar
a equagdo da reta tangente & curva num ponto dado.

As idéias que usaremos, foram introduzidas no século XVIII, por Newton e
Leibnitz. ' '

Seja y = f{x) uma curva definida no intervalo (a, b), como na Figura 4.1.

Sejam P(x;, y,) € Q(x,, y,) dois pontos distintos da curva y = f{x).

_ Sejé s a reta secante que passa pelos pontos P e Q. Considerando o tridngulo
retdngulo PMQ, na Figura 4.1, temos que a inclinagio da reta s (ou coeficiente angular
de s) é
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Figura 4-1

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em diregio
a P. Diante disto, a inclinagio da reta secante s variar4. A medida que Q vai se
aproximando cada vez mais de P, a inclinagio da secante varia cada vez menos,
tendendo para um valor limite constante (Ver Figura 4.2.).

Esse valor limite, é chamado inclinagio da reta tangente & curva no ponto P,
ou também inclinacdo da curva em P.

m b o o

Figura 4-2

4.1.1 Defini¢do. Dada uma curva y = fix), seja P(x,, y,) um ponto sobre ela. A
inclinagdo da reta tangente a curva no ponto P € dada por
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fixy) — fx))
m(x)) = lim & _ im 2 =, (1)
O—->P Ax X, X xz T x]
quando o limite existe.
Fazendo x, = x; + Ax podemos reescrever o limite (1) na forma
fx; + AX) — fix) ,
= 1li ‘ .

v

-

Conhecendo a inclinacdo da reta tangente a curva no ponto P podemos encon-
trar a equagdo da reta tangente a curva em P. '

4.1.2 Equacdo da Reta Tangente. 'Se a fungdo f(x) € continua em x,, entdo areta
tangente & curva y = f{x) em P(x;, f (x,)) €:

(i) A reta que passa por P tendo inclinagdo

Jfx, + Ax) - fix))

m(x;) = lim , se este limite existe. Neste caso temos a
Ax >0 Ax
equacio ‘
y—fix)=mx—x,). 3)
o flx; + Ax) - flx))
(i) Aretax=x;se lim : I for infinito.

Ax—0 Ax

4.1.3 Exemplos

(i) Encontre a inclinagdo da reta tangente A curva y = x2 — 2x + 1 no ponto
(xI’ y 1)-

Se f(x)=x%-2x+ 1, entdo

fix) :xlz—Qxl +1 e
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flo, +Ax) = (x;+ Ax)* —2(x, + Ax) + 1

= x2+ 2 Ax + (A —2x, - 2Ax + 1.
Usando (2), vem

flx, + Ax) — fix)

= 1
o) =, Ax
2+ A+ (AP - 2 2Ax + 1 - (3 — 2x + 1)
= lim Ax
Ax—0 .
2x, Ax + (Ax)® — 2Ax
= lim
Ax—>0 Ax
y Ax(2x, + Ax ~ 2)
= m
Ax >0 - Ax
= 2x, - 2.

Portanto, a inclinagio. da reta tangente 4 curva y = x> — 2x + 1 no ponto
(x, ¥)) €

m(x,)=2x -2,

(ii). Encontre a equac@o da reta tangente & curva y = 2x* + 3 no ponto cuja
abscissa € 2.

O ponto da curva y = 2x + 3, cuja abscissa & 2, é o ponto P(2, 2)) = (2, 11).

- Vamos encontrar a inclinagdo da curva y = 2x% + 3 no ponto P (2, 11). Para
isso, encontraremos ptrimeiro, a inclina¢io da curva num ponto (x,, y,). Temos,
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~ . flix; + Ax) — fix)
e = Jm T

20, + Ax)? + 3 - (22 + 3)

Ax—>0 Ax

22+ AxAx + 2807 + 3 - 2 - 3

= lim
Ax—>0 Ax

o Arér + 28%)
Ax—>0 Ax
= 4x

1°

Como m (x,) =4x,entdom (2) =4 -2 = 8.

Usando (3), escrevemos a equagdo da reta tangente a curva y = 2x + 3 em
P(2, 11).

Temos,
y-fl)=m@x-x)

y — 11 = 8 (x — 2), ou ainda,
Bx—y—-5=0.

(iii) Encontre a equagio da reta tangente A curva y = Vx , que seja paralela
areta8x —4y + 1 =0. : )

‘Antes de desenvolvermos este exemplo, convém lembrar que duas retas sio
paralelas quando os seus coeficientes angulares sdo iguais.

Vamos primeiro encontrar a inclinagdo da reta tangente & curva y = Vx num
ponto (x,, y,). Temos,
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fix; + Ax) - fix)

m(x,) = lim Ax
Ax—>0
. \/xl Ax — ‘J)_cl—
= im
Ax —> 0 Ax

(Vx, + Ax — Vx) (Vx; + Ax + Vx))
o Ax(Vx, + Ax + Vx,)

_ X + Ax — x;
= lim

Ax—>0 Ax(Vxl + Ax + '\/Z)

. Ax
= lim
a—0 Ax(Vx, + Ax + Vx,)

AX]

Uy

2,

1

i
2y,

1

Portanto, m (x,) =

Como a reta que queremos deve ser paralela a 8x — 4y + 1 = 0, podemos
escrever

m(x,) = 5 \}; = 2, j4 que o coeficiente angular de 8x - 4y + 1 =0¢€ 2.
1 . |

1 ,
De - = 2, concluimos que x, = 1/16.
2 ‘\/xl q 1 /

Portanto, a reta que queremos ¢ a reta tangente 4 curva y = Vx no ponto
(1/16, f(1/16)), ou geja, (1/16, 1/4). Temos,
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y_ﬂxl) =m (X—X_I)
y—1/4=2 (x— 1/16)
16y — 4 = 32x — 2

32x — 16y + 2 = 0, ou ainda,
16x—8y+1=0.

Graficamente, este exemplo & ilustrado na Figura 4.3.
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Figura 4-3 |
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-

(iv) Encontre a equacdo para a reta normal 2 curva y = x* no ponto P(2, 4).

Para resolvermos este exemplo, devemos lembrar que a reta normal a uma
curva num ponto dado, € a reta perpendicular & reta tangente neste ponto.

Duas retas f e n sdo perpendiculares se

m,-m =—1, )
onde m, e m,_ sdo as inclinagbes das retas ¢ € n, respectivamente, num dado ponto P.

Vamos entéo calcular a inclinag@o da reta tangente 4 curva no ponto P (2, 4).

USando (2), temos

) = g TEEMI AR L
x) = I =RA R R L
e Ax— 0 Ax —
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m, (x,) = 2x1.

Quando x, = 2, temos m, (2) =2 - 2 = 4.

Usando (4), podemos encontrar a inclinag@o da reta normal & curva y = x% no
ponto (2, 4). Temos,

m,-m, = -1

4m = -1
n

m = -—-1/4.

n

Aplicando os dados 2 equagdo da reta, vem
y-flx)=m{ —'xl)
y-4=-1/4(x-2)

ou, “

4y + x— 18 = 0.

Portanto, x + 4y — 18 = 0 é a reta normal a curva y = x% em (2, 4).

Graficamente, este exemplo € ilustrado na Figura 4.4.
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4.2 A DERIVADA DE UMA FUNCAO NUM PONTO

~

A derivada de uma fungdo f (x) no ponto x,, denotada por f (xl) (1&-se f hnha
de x, no ponto x,), ¢ definida pelo' limite

. Sy + A - Ax) T AT
f’x) = lim » quando este limite existe. L
Ax—0 Ax :
Sale b
Também podemos escrever
R . .f( ) - ﬂxl) C.‘\ o R .- Lo ;
f'x)= lim ———— -~ " :
1 . — x .
.’&'2—)JCI 2 1

Como vimos na secfo anterior, este limite nos d4 a inclinagio da reta tangente
a curva y = f(x) no ponto (x,; f(x,)). Portanto, geometricamente, a derivada da fungéo
y = fix) no ponto x,, representa a inclinac@o da curva neste ponto.

43 A DERIVADA DE UMA FUNCAO

A derivada de uma fung¢do y = f{x) € a fung@o denotada por f’ (x), (1&-se f linha
de x), tal que, seu valor em qualquer x € D (f) € dado por

Foe) = lim &40 =)

» s¢ este limite existir.
Ax—0 Ax

Dizemos que uma funcdo € derivavel quando existe a derivada em todos os
pontos de seu dominio.

Outras notagdes podem ser usadas no lugarde y’ = f : (x):

() D, f(x) (I&-se derivada de f (x) em relagdo a x).
(ii) D,y (1&-se derivada dg y em relagdo a x).



152 Céleulo A — Fungées, Limite, Derivagdo, Integrag@o

(iii) % ‘(lé—se a derivada de y em relagdo a x).

4.4 EXEMPLOS

(/) Dadaf(x) = 5x% + 6x — 1, encontre f’ (2).

Usando a defini¢do 4.2, temos

2+ AY - f2)
1
Axu—l;lﬂ Ax

@ =

_ gy QA AP +6Q+A) -1 (52046

2 - 1)

Ax—0 Ax

.20 + 20Ax + S(A%)? + 12 + 6Ax — 20 — 12
= lim
Ax— 0 : Ax

. 26Ax + 5(Ax)?
= lim
Ax—>0 Ax

. Ax(26 + 5Ax)
= lim
Ar—0 Ax

= lim (26 + 5Ax)
Ax -0

= 26.

Y .. _x—2
(ii) Dada fix) = Y+ 3

, encontre [’ (x).

T T Ty T Sy T T S TG . ot L, P T I
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Usando a definigéo 4.3, temos

ey

. fix + Ax) — %)
I
moo  Ax

x+Ax—2F_x—2
lim x+Ax+3 x+3
Ax—0 Ax

(x + Ax — D(x + 3) — (x — 2(x + Ax + 3)

Ai“f,‘o (x + Ax + 3)(x + 3) - Ax

lim P+ x+xAx+3Ax—6— 32 —xAx—x+2Ax+ 6
Peniot (x + Ax + 3)(x + 3) - Ax

) SAx

lim

a0 (X + Ax+ 3)x + 3) - Ax

. 5
A,lc“f,‘o (x + Ax + 3)(x + 3)

S
(x + 3)2°

(iii) Dada fix) = \x, encontre £’ (4).

7 x)

. f(X) o ﬂxl)
m ——
x=x X - xl
Vx — 2
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B y Vx - 2 (x +2)
R ¢ R, WOV S

lim x -4
s (x — Hx +2)

1
= lim

x—4 '\/;“}‘2
- 1
- 4

(iv) Dada fix) = x!/3, encontre f’(x).
Usando a definic¢io 4.3, temos

) fx + Ax) — fix)
1
Ar 0 Ax

ffx) =

/3 _ ,1/3
_ lim (x + Ax) X

Ax—0 Ax

Resolveremos este limite como no exemplo 3, da Seg¢ao 3.9, fazendo troca de
varidveis. '

Sejam (x + Ax) = £ e x = a>. Entio,

ff = lim

t—a P -ad

= lim
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Como a = x*'°, vem

, 1

x) = .
[ () 1,23
Observamos, neste exemplo, que Ax) = x' é continua em 0, mas

niao € definida em O.

f'x) = x2/3

4.5 CONTINUIDADE DE FUNCOES DERIVAVEIS

De acordo com a observagao feita no exemplo (iv) da Sec¢do 4.4, concluimos
que fix) continua em X, ndo implica na existéncia de f (x,). A reciproca porém €
verdadeira, como mostra o seguinte teorema. -

4.5.1 Teorema. Toda fungéo derivdvel num ponto x, é continua nesse ponto.

Prova. Seja f{x) uma func¢io derivdvel em x,. Vamos provar que f{x) € continua em x,.
Em outras palavras, vamos provar que as condicdes da definicdo 3.16.1 sdo vélidas.
Isto &:

o Axp exisfe;

(iiy lim f{x) existe;
x—)xl

Gi)) lim Ax) = Ax,) .

Por hipétese, f (x) é derivivel em X Logo, f’ (x) existe e, pela férmula

ﬂX) - f(xl)

f,(xl) = lim
xXox X =X

concluimos que f{x;) deve existir para que o limite tenha significado.
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Além disso, temos

f&) - f(x)
im () - fGe)] = lim {(x—xl)- — ‘]
x> x XX 1
ﬂX) _.ﬂxl)

= lim (x —x) - lim

XX XX X - x1

= 0-f" (x.

Portanto, lim [fx) — fix))] = 0.

x—)xl

Temos entio,

lim fg = Im [ - Ax) + Ax)l.

I—)Il x—)xl

= lim [fix) - fAx)] + Hm fix))

x—?x] x—)xl

= -0+ fix)

= fix)).

Valem entdio as condigdes (i), (if) e (iii) e conclui-se que f (x) € continua em x,.

4.6 EXERCICIOS

1. Determinar a equacdo da reta tangente as seguintes curvas, nos pontos indicados. Esbogar o
gréfico em cada caso.




E& X .5! Derivada 157

a) f(x)‘=x2—1 ;x=1,x=0,x=a;ae R.
b) fR)=x*-3x+6;x=—1,x=2

c) f(x):x(Bx-S);x=%,x=a,aeR.
_ l - — l =3 : ' — . "
9 S = x ' = 37 x=2 - i T

g) fix) = ;%; ,ae R-{-2,4} ; x=-2, x=4,

B (o # -

D f(x)=2\/;;x=0,x=3,x=a,a>0. ‘ fépi> o LR

-
—

Em cada um dos itens do. exercicio (1), determinar a equagdo da reta normal & curva, nos
pontos indicados. Esbogar o gréfico, em cada caso.

Determinar a equagfo da reta tangente & curvay =1 — 2, que seja paraleladretay =1 —x.
Encontrar as equagdes das retas tangente e normal 3 curva y = x% — 2x + 1 no ponto (-2, 9).
Encontrar a equagdo da reta tangente acurvay= -1, que seja pgrpendicular aretay =-ux.
Dadas as fungdes f (x) = 5 — 2x e g (x) = 3x* — 1, determinar:

D FWrEM L B gD

COAL

0 fO-f @ D g OP+58 ©+50)

o 3 L8

g’(5/2) X aH

P

Usando a defini¢Zo, determinar a derivada das seguintes fungGes:

@) foy=1-42 b) fo=2-x-1 o) f(x)=xi2
& fo) = ——% @) = e H ey
, N2x - 1

X+ 3

| iy

P
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8. Dadas as fungGes fix) = T_1 ° 8 (x) = 2x% — 3, determinar:
a) fof, b) f’()f c) gof’-
d g'of’ ey f+% H -2
g) [ -gif
x—-1,x20
9. Dada a fungao f(x) = , verificar se existe f° (0). Esbogar o gréfico.
. x,x<0
10. Dada a fungg@o fix) = o 1_ 5’ verificar se existe f’ (3). Esbogar o gréfico.
11. Dada a fungao fix) = 2x* — 3x — 2, determinar as intervalos em que:

a f x>0 by [ (x)<0.

4.7 DERIVADAS LATERAIS

4.7.1 Definigdo. Se a fungio y = f (x) estd definida em x

|» €ntéo a derivada a direita

de fem x,, denotada por f’  (x,) , € definida por

f(-xl + A.X) '—f(xl)

f’ - (xl% : = lim
* Ax > 0" Ax
_ lim f(x) "‘f(xl) ’ ‘
+ X —Xx
X x 1

caso este limite exista.
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4.7.2 Defini¢ao. Se a fungio y = flx) estd definida em x,, entdo a derivada 2
esquerda de fem x, denotada por f°  (x,) , € definida por

’ _ . ]‘(J\C1 + Ax) —f(xl)
fow = Axhino_ Ax
O f - fxy)
= m ——— »
x—)xl_ X - x1 \

caso este limite exista.

Uma funcgdo é derivdvel em um ponto, quando as derivadas a direita ¢ a
esquerda nesse ponto existem e s3o iguais.
}

Quando as derivadas laterais (direita e esquerda) existem e sdo diferentes em
um ponto x,, dizemos que este € um ponto anguloso de grifico da fungéo.

4.8 EXEMPLOS
() Seja fa fungdo definida por

3x -1, sex<?2

fx) =

T—-x, sex=22.

(@) Mostre gffe f é continua em 2.

(b) Encontre f! (2) e f’ (2).

Na Figura 4.5 esbogamos o gréfico desta func@o.



160 Cdlculo A - Fungies, Limite, Derivagdo, Integracdo

Figura 4-5

(a) Esta funcdo € continua em 2. De fato, existe 2) = 5; existe o limite

lim Ax) = lirn+ 7-x) =+/dim Bx-1) = 5

x—52 x—>72 x—o2

e finalmente,

lim fix) =A2) =5.

x—2

(b) Obtemos f (2) usando a definigdo 4.7.1. Temos,

. @)=
- Ax—>0+ Ax
. [E-C2 + A] -5
= Iim
Ax o0t Ax
= lim 5~ Ax -5
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= lim (-1)
Ax 07

= -1

Usando a defini¢ao 4.7.2, obtemos f’ (2) . Temos,

Ax—>0 Ax

~ s B@+AD -1 -5
Ax >0 Ax

_ ey 6+3Ax—1-35
Ax—0 Ax

= im 3
Ar—>0

= 3.

Como

_ f2 + AY) — R2) 2+ M) -f2)
Axlin0+ Ax _¢ Axhino_ Ax

concluimos que nio existe o

. A2+ AY) - f2)
1 .
Axlg1 0 Ax

Portanto, a fungio f(x) nfo € derivdvel em x, = 2.
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Dizemos que x, = 2 € um ponto anguloso do grdfico de f(x).

(if) Scja a fung@o flx) = (x — 2) | x |. Encontre f] (0) e f’ (0).

Podemos reescrever a f(x) como:

x-2) - x=x%-2x , sex 20
fx) =
x—-2)-(x)==*+2x, sex<O0.

A Figura 4.6 mostra o grafico de f (x).

Figura 4-6

Usando 4.7.1 e 4.7.2, respectivamente, obtemos f . O e ).

Temos,
0) = 1
e O Ax]in0+ Ax
_ lim [(0 + Ax)*> —2(0 + A0)] - 0

Ax—>0+ Ax
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(Ax)? — 2Ax
Ax—a»O+ Ax

Ax(Ax - 2)
Ax— 0" Ax

= Im (Ax - 2)
Ax— ot

: . A0 + Ax) — fl0)
0) = 1
/O Axlinf Ax

[-(0 + Ax)2-+ 2(0+ Av)] - 0

= lim

Ax -0 Ax
_ 2

_ lim (Ax)" + 2Ax
Ax >0 Ax '

_ lim Ax (-Ax + 2)
Ax— 0 Ax

= lim (-Ax + 2)
Ax—> 0

= 2.

Concluimos, entdo, que ndo existe f’(0) porque f) (0) = f’ (0).
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Ainda podemos concluir que o grifico da fungdo f tem duas tangentes no
ponto x = 0. A Figura 4.6 mostra estas tangentes, dadas por

y—0=(=2) (x-0), ou seja, y=—2x

y — 0 = 2(x — 0), ou seja, y = 2x.

4.9 EXERCICIOS

Nos exercicios 1 a 5 calcular as derivadas laterais nos pontos onde a funggo néo € derivével. Esbogar

o grafico.

X , sex<l
1. fix) =2k — 31 2. flx) =5
2x -1, se x 21
(1 -2, ki>1
3. f(x)=12x+4l+3 4, ﬂx)=1
0 s xI£1
2—12, x<_2
5. flx) =32 kil < 2
2x — 6, x < 2.
2 -1, se_LxlSl , ®.

6. Seja flx) =
1 -, se lxl>1.

a) Esbogar o grificode f.

b) Verificar se f € continua nos pontos—1e 1.

¢) Calewlarf’(-17), f'(-17), f* (17 )ef” (I7).

d) Calcular f’ (x), obter o seu dominio e esbogar o gréfico.

Y -
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7.  Encontrar as derivadas laterais das seguintes fungGes, nos pontos indicados. Encontrar os
intervalosonde f’ (x)>0 e f’ (x) <O.

] f(x)

XY

-y o e e e b e -

/I\:
Y

(c)x=1

4.10 REGRAS DE DERIVACAO

Nesta segdo, deduziremos vérias regras, chamadas regras de derivagdo, que
permitem determinar as derivadas das fung¢Ges sem o uso da definigdo.

1Y
b

4.10.1 Proposigao (Derivada de uma Constante). Se c é uma constante e
fix) = c para todo x, entdo f’ (x) = 0.
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Prova. Seja f(x) = c. Entéo,

frm = s R+ Ax) - fx)

Ax—0 Ax

Ax—>0 Ax

= Iim O
Ax—0

= 0.

4.10.2 Proposigao (Regra da Poténcia). Se n é um ndmero inteiro positivo e
 fy=x"entiof'(X)=n-x""1,

Prova. Seja f(x) = x". Entao,

, . fix + Ax) — fix)
= 1
ro - R
_ i (x + Ax)" = X"
Ax— G Ax '

Expandindo (x + A x)” pelo Bindmio de Newton, temos
fx) =

X"+ nx" ! Ax + nn=1) X2AC L+ (A + (A ] - X"

5 2!
= Hmn
Ax—>0 Ax

—w”("zj D2 Ax 4 (A2 4 (A
lim :

Ax >0 Ax

Ax[nx* 1 +
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= lim [m* ! + Mj—” A+ ...+ nx(Ax) 2 + (Ax) Y
Ax—0 2!
= n-x""L

4.10.3 Exemplos

() Se flx) =x entdo f’ (x) = 5x*.
(i) Se g(x) =xentdo g’' (x) = 1.

(i) Se h(x) = x!entdo &’ (x) = 10x°.

4.10.4 Proposicao (Derivada do Produto de uma Constante por uma
Fungdo). Sejam fuma fungdo, ¢ uma constante e g a funcgio definida por
glx) =cfx). Sef’ (x) existe, entdo g’ (x) =c f (x).

Prova. Por hipétese, existe

" . f+ MY - f9)
/&) Axuj)lo Ax
Temos,
g ’(.X) = hrn g(x + Ax) - g(x)

Ax >0 Ax

— 1i Cf(x + AX) — Cf(X)
At 30 Ax

_ i [ﬂx_+ Ax) —ﬂx)}

Ax—0 Ax

) fix + Ax) — Ax)
it
© a0 Ax

= cf’ (x).
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4.10.5 Exemplos

(i) Sef(x) = 8x% entdio f ' (x) = 8(2x) = 16x.
(if) Se g(z) =227 entdo g’(2) = —2(72%) = —14z5.

P T T e R TR

4.10.6 Proposicdo (Derivada de uma Soma). Sejam fe g duas fungdes € & a ‘
funcdo definida por A(x) = f (x) + g(x). Se f’ (x) e g’ (x) existem, entdo J

W (x)=f"(x)+g (x).

Prova. Por hipétese, existem

, ) fix + Ax) — Ax) , ] gix + Ax) — g(x)
= 1 = l .
) ‘ nno e g’'x) Hno Ax

Temos,

, ) h(x + Ax) — h(x)
h = 1
_ ) Axu—r)lO Ax

_ g Pt A0+ gt + AD] - [f) + g(x)]
Ax — 0 Ax

_ m J* 1A - )] + [gx + Ax) — g(x)] |
Ax 0 Ax 1

_ . fx + A - fx) g + Ax) — g(®) |
RS . ™ g

= ffe+g’ ().
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A proposi¢do 4.10.6 se aplica para um ndmero finito de funcdes, isto &, a
derivada da soma de um nimero finito de fun¢des € igual & soma de suas derivadas, se
estas existirem.

4.10.7 Exemplos
(i) Seja f(x) =3x*+ 8x + 5. Entdo,
7 = 3-4)+8-1+0

= 1223 +8.

(i) Seja g(y) = 9y° — 4y? + 2y + 7. Entdo,

Il

gy 9-(SyH—-4-2)+2-1+40

= 45y —8y+2.

4.10.8 Proposi¢ao (Derivada de um Produto). Sejam fe g fungdes e h a fun-
¢do definida por A(x) = flx) - g(x). Se f’ (x) ¢ g’ (x) existem, entdo

Rx)=fx)-g () +f (x)-gx).

Prova. Por hipétese, existem

f?(x) = lim ﬂx+AX) —ﬂX) e g:(x) = lim g(x+Ax)_g(x)

Ax—0 Ax Ax >0 Ax

Também podemos concluir, pelo teorema 4.5.1, que f € continua e assim

lim Ax + Ax) = filx) . Temos,
Ax—0

, . h(x + Ax) — h(x)
h = 1
) Ax1~r~r>10 Ax

L gy [ AD g+ AY - fin) - g(x)
Ax—0 Ax
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Adicionando e subtraindo ao numerador a expressdo f(x + A x) - g(x), vem

R = tim TETAD £ GHAD—flrr Mg +fix + A5) 5) = ) )
Ax—>0

h O+ A9 g + AD) - 2] + g (x + Ax) ~ Ax)]

Ax—0 Ax

= lim {f(x + Ax) -

g(x + Ax) - g(xn}
Ax— D

Ax

) f&x+ Ax) - f(x)
1 )
vt s S|

= lm f@r+ Ay Lm SGFTAN -8
Ax -0 Ax—0 Ax '

4 lm g - lm TEFL0) =)
Ax—0 Ax >0 Ax

= fXxX)-g xX)+g &) f.x).

4.10.9 Exemplos

(i) Sejaf(x)=(2x3 - 1) x* + x?). Entdo,
fr=02x =1 @+ 20 + * + 2 (622,

(if) Seja fir) = % (£ + 5) (£ + 41) . Entdo,

'@ = % [(2 + S)6°5 + 4) + (5 + 4n(21)] .
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4.10.10 Proposi¢do (Derivada de um Quociente). Sejam fe g fungbes e & a
fungdo definida por A(x) = flx)/g(x), onde g(x) # 0. Se f* (x) ¢ g’ (x) existem,

entao

R = gx) - ') —ﬂzx) 8’
[ g(x)]

Prova. Por hipétese, existem

, . flx + Ax) - fix) , . glx + Ax) — g(x)
= lm = lim .
fx) , \ e g’ . Ax

Temos também, pelo tecorema 4.5.1, que g € continua e assim
lim gx + Ax) = g(x). Temos,

Ax— 0

h(x + Ax) — h(x)

h’(xy = lim Ax
Ax—0

fx+ Ax)  f(x)

gx + Ax) g
Ax

|
[a—y
o

Ax—0

= lim

J Hfx + A g(x) - fix) g(x + Ax)
Ax -0 Ax .

glx + Ax) g(x)

Subtraindo e adicionando f{x) - g{x) ao numerador, obtemos

h’(x) =
C o L[t Ane@) - fn) () + Ax) g(x) — Ax)glx + Ax)}
Ax—0 DX glx + Ax) g(x) |
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. f(x-l-lzxi_f(xl_g(x)_f(x)_g(x-f-AAx')x_g(x)

Ax—0 g(x+ Ax) - g(x)

lim fx+A)—fx) m g(x)— hm f(x)- limg(Jc+Ax)—’g(x)

_ Ax—=0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax—>0 Ax
lim gx+Ax) - lim g()
Ax—> 0 Ax—0

_ fix) - g(x) — fix) - g°(x)
g(x) - glx)

_ ) - g - ) - g'(x)
(g0

4.10.11 Exemplos

. , o -3
(i) Encontrar f’ (x) sendo fix) = 2 _5r 43
Temos,
— ) _ — (O — -
£ = 2 -5x+3)2-43-0 - (&x* - 3H2x - 9)

(x> — 5x + 3)?

(2 — 5x + 3)8x) - 2x* — )(2x - 5)
(2 - 5x + 3)?

(i) Se glx) = ;1;’ encontrar g’(x).
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Temos,

g,(x) — xOx—zll

-1
SR

4,10.12 Proposicdo. Se f(x) = x™" onde n é um inteiro positivo e x # 0,
entiof’ (x)=—n-x""1,

1
Prova. Podemos escrever flx) = — -

x"

Aplicando a proposic¢ao 4.10.10, vem

-0 -1- w1
("

f'x) =

—nx*-1
x2n

_n_l}z—l_xﬂ—Zn

4.11 EXERCICIOS

Nos exercicios de 1 a 22, encontrar a derivada das fungdes dadas.

1. fy=n? 2. fx)=3F+6x—10

= WAk 4. ﬂx) =14 — x_3

DN |

3. ﬂw) = GWZ + b N s
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5. ) =02x+1) (3% +6) 6. fi)=(Tx-1)(x+4)
7. f)=062-1)2-xb | 8. fix) = % (5x — 3)71(5x + 3)
9. f)=@-1)(x+1) 10. A9)=(*-1)@Bs-1)(55+2s) .
1. fix)=Tax* + bx +c) 12, flw) = (4 —a) (a - 2u)
2x + 4 t -1
13. ﬂx)_3x—1 14. ﬂt)_t+1
3% + 5t — 1 2 - F
15. fir) = 1 16. f(t)-t_z
4 — x 5x + 7
17. j”(x)_s_x2 18. fx) 2% _ 2
_x+1 _{t - a)2
@ fo =31 G2+ 6x) 2. fiy =7
3,3 _ 14,2
21. ﬂX)_x4+x5 22. ﬂx)—zx +x6.
23. Seja p(x) = (x - a) (x — b), a ¢ b constantes. Mostrar que se a # b entdo p (a) = p (b)=0,
mas p’ (@)#0ep’ (b)=0.
-24. Dadas as fungdes f(x) = 2 +Axe g(x) = Bx, determinar A e B de tal forma que
) + g’ =1+ 2
fx) - glx) = x°.
25. Dada a fungéo f{t) = 32 — 4t + 1, encontrar A0 —1f7°(0).
56 Encontrar a equagdo da reta tangente a curva y = 3r t i no ponto de abscissa x = —1.

277 Encontrar a equagéo da reta normal a curva y = (3x> - 4x)? no ponto de abscissa x = 2.
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/ - . x—1 . .
k’Zﬁ. Encontrar as equag0es das retas tangentes a curva y = R gue sejam paralelas a reta
y =X,

; 29 Em que pontos o gréifico da fungio y = % x - % 2 + 2x tem tangente horizontal?

30.) Scjay= ax? + bx . Encontrar os valores de a e b sabendo que a tangente i curva no ponto
" (1, 5) tem inclinago m = 8.

4.12 DERIVADA DE FUNCAO COMPOSTA

Consideremos duas fungdes derivéveis fegondey = g(u) e u = flx).

Para todo x tal que f(x) estd no dominio de g, podemos escrever y = g(u) =
g [fn)], isto €, podemos considerar a fungdo composta (g , /) (x).

Por exemplo, uma fungao tal como y = (x* + 5x + 2)” pode ser vista como a
composta das funcdes y = u’ = g(u) e u = x> + 5x + 2 = f(x).

A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos dé a detivada da funcdo
composta g , f em termos das derivadas de fe g.

4.12.1 Proposicao (Regra da Cadeia). Sey=g(u), u =f(x) e as derivadas dy/du
e du/dx existem, entdo a fungdo composta y = g [{x)] tem derivada que € dada
por

9y _
dx

IS5

ou y’'(x) =g'(w) - f(x).

SIS

Prova Parcial. Vamos fazer a demonstragdo supondo que existe um intervalo aberto I
contendo x, tal que

Au=[f(x+Ax)—fix)]# Osempreque (x+Ax)e l e Ax#0. ¢}

Isso se verifica para um grande nimero de fung¢des, porém ndo para todas. Por
exemplo, se f for uma fung@o constante a condi¢@o acima ndo € satisfeita. Porém neste
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caso, podemos provar a férmula facilmente. De fato, se f (x) = ¢ entéo f(x)=0e¢
y =g [f (0] = g(c) é constante. Assim,y’ (x) =0=g¢" () - f’ (x).

Entdo provemos que y’ (x) = g’ (u) - f’ (x) quando f{(x) satisfaz a condigdo (1).

Como y = g [f (x)], temos

y’(x) = lim glilx + Ax)] - g [fix)]

se este limite existir.
Ax>0 Ax

Vamos considerar primeiro o quociente

g fix + A9 — g [Ax)]
> :

Seja Au=f(x + Ax) — f(x). Entdo Au depende de Axe Au — 0 quando
Ax — 0. Temos,

glfix + A9 - glfm]  _ glIfn) + Aul - g[fx)]
Ax Ax

gu + Au) — g(u)
Ax

Pela condig@o (1), Au # 0 em um intervalo aberto contendo x. Assim, podemos
- dividir e multiplicar o quociente acima por Au. Temos entdo,

glflx + A9] - g[fn)]  _ glu + Au) — gu) Au
Ax Ax Au

gu + Au) — g(u) Au
Au Ax

gu+Aw) - g) [(r+A)—fx)
Au Ax

;

;
4
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Aplicando o limite, temos

y® = L &L+ An] — g [fix)]
Ax—0 Ax

_ I glu + Au) — g(u) m fix + Ax) — fx)
Auu—r)lo Au Ax—0 Ax

= g’ - f’(x).

4.12.2 Exemplos

() Dada a fungio y = (x? + 5x + 2)’, determinar dy/dx.

Vimos anteriormente que podemos escrever y = g(u) = u', onde u = x> + 5x + 2.
Assim, pela regra da Cadeia,

y _ 4 du
dc du dx
= Tub - (2x + 5)

= T2+ 5x+2)° - 2x + 9).

5
3x + 2 encontrar y’
2x+1]° Y-

(it) Dada a funcdo y = [

3x + 2
5 _
,ondeu—zjhl_1

Podemos escrever y = u . Aplicando a regra da cadeia,

temos
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dy  _  dy du S
dx - du dx
_ e XD -3-(x+2) 2

(2x + 1)?

s (2] Gx+3-6x-4
2x + 1 (2x + 1)

o g (2 a1
2x + 1] (2x + 1)*
(iif) Dada a fungiio y = (3x% + 1)® - (x — x?)?, determinar dy/dx.

Neste caso temos o produto de duas fungdes

fx) = Bx2+ 1) e gkx) =x-xD)%

Assim, pela proposicao 4.10.8,
YW =fx)-g @+ - gk),

Encontrando f’ (x) e g’ (x) pela regra da cadcia, temos

P =332+1)2 -6xe g’ () =2(x-x2 -1 -2x).

Logo,
y'x) = G2+ D 2—x) (1 -2+ 3032 + 1% 6x - (x—x2)?
= 232 +1P (x—x) (1 -2%) + 18x (32 + 1)? (x— x>
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4.12.3 Proposicdo. Se u = g(x) ¢ uma fungdo derivdvel € n € um nimero inteiro ndo
nulo, entdo

_d.. n _ . n—1 | s
&g =1 @I - g0

Prova. Fazendo y = u", onde u = g(x) ¢ aplicando a regra da cadeia, temos

n-—1 s

yW=n-ww 0w T = n [l g 0.

A regra da poténcia pode ser generalizada como segue:

Se u = g(x) € uma funcdo derivdvel e r é um ndmero racional ndo nulo
qualquer, entdo '

4 B@17 = reWl - g,

ou ainda,

W)’ =r-u""l-u.
4.12.4 Exemplos

(i) Dada a fungio fix) = 5Vx*> + 3, determinar f’ (x).

Podemos escrever

flx) =502 + 3)12,

Assim,
fe = 5-% (2 + 3712 . 2

Sx _
Nx% + 3
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I
» determinar g ’(f).

£
3“3 + 1 L}K‘

Escrevendo a fung@o dada como um produto, temos

g =2.2 + 1)15

({i) Dada a fungéo g(f) =

Assim,

\ -1

|
ﬂ[%l)(ﬂ + 1)3 3R+ B+ )32

g ®

= AR+ D)V + A

Podemos resumir as proposi¢des da Sec@o 4.10 e 4.12 na seguinte tabela de
derivadas.

4125 Tabela. Sejam u = u(x) € v = v(x) fungdes derivdveis e ¢ uma constante

qualquer.
Iy y=c = = y=0 , \{
@ y=x S yr=1 Al
3) y=c-u = y=c-u [ _/_“)( - ,;_;-j‘ ~ 7»_“; N %_f._)‘
4) y=u+yv = yl=uw +v BN
5) you-v o> yeuvavew
y
(6) y =% = y’:vu 1:-zuv |
7) y=u*020eQ = Y =out 1.y

A Tabela 4.12.5 nos ajuda a determinar as derivadas de algumas fungdes.
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4.12.6 Exemplos. Determinar a derivada das fungdes:

@

y,

(i) y=

(i) y

= B+ @+ + Vx.

- 8x7+3(2x+4)2-2+lx—1/2

2
1
_ 7 2, 1
= 8x7 + 6(2x + 4)% + -
x;l '
V.x2\7—3 |
(Vx2—3)-lf(x+1)-—12--(x2_3)71/2.2x
) Nz _37

V2 =3 — x(x + /N2 - 3
2 -3

(2 —3) — x(x + 1)

B 2 — 3

- 2 -3
2 -2 -3

= 3x(8xX -2).

= 3xQ4D+(@B3-2)-3
= 723 +24:3 -6

= 96 - 6.
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(iv) y = 3;]6x2+7x+2.

Podemos escrever y = (6x2 + Tx + 2)173.

Temos,
y = %(6x2+7x+2)_7/3 - (12x + 7)

12x + 7
. .
3\/(6xz+7x~r-2)2

4.13 TEOREMA (DERIVADA DA FUNCAO INVERSA)

Seja y = f{x) uma fungao definida em um intervalo aberto (a, ). Suponhamos
que f{x) admita uma funcfo inversa x = g(y) continua. Se f’ (x) existe e € diferente de
zero para qualquer x € (g, b), entdo g = f~! é derivével e vale

S
e TE{eO) ’

g’y =

Prova. A Figura 4.7 nos auxiliard a visualizar a demonstragdo que segue.

Sejam y = f(x) e Ay = filx + Ax) — f{x). Observamos que, como f possui uma
inversa, se Ax # 0 temos que fix + Ax) # flx) e portanto, Ay # 0. Como f € continua,
quando Ax — 0 temos que Ay também tende a zero.

Da mesma forma, quando Ay — 0, Ax = g(y + Ay) — g(y) também tende a zero.

Temos entao,

Ax -0 Ay — 0. | Y

e
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AY
’ f(b)

Y+ Ay =f{x+ Ax)

y="fx)
fla)

Por outro lado, para qualquer y = f{x) vale a identidade

g8y + Ay) —g(y) _  (x+ Ax) —x

Ay T fix + AY) - )
_ Ax
T fix + Ax) - fIx)
_ 1
fx+Ax) - fx)

Ax

Como f’ (x) existe e f’ (x) # 0 para todo x € (a, b), usando (1), vem .

im 8O0t AY -g0) _ 1
Ay -0 Ay m [+ Ax) - flx)
Ax
Ax— 0
— 1 .
C fw

1 .
)

Concluimos que g ’(y) existe e vale g ’(y) =
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4.13.1 Exemplos

oufra.

4.13.

(1) Sejay=flx) = 4x — 3. A sua inversa é dada por

x=g0) =7 0+ 3.

Podemos ver que as derivadas, f'(x) = 4 e g ’(y) = 1/4 sdo inversas uma da

" 3
(ii) Sejay = 8x>. Suainversaé x = % Vy .
Como y ’ = 24x? é maior que zero para todo x # 0, temos

dx 1 1 1

dy 242 2 T 23
%]

Para x = 0, temos y = 0 e y > = (. Portanto, ndo podemos aplicar o teorema

4.14. DERIVADAS DAS FUNCOES ELEMENTARES

Nesta seco apresentaremos as derivadas das fungdes elementares: exponen-

cial, logaritmica, trigonométricas, trigonométricas inversas, hiperbdlicas e hiperbdlicas

inversas.

Apresentaremos uma tabela de Regras de Derivagdo que serd usada no

decorrer de todo o estudo de Célculo Diferencial e Integral.
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4,14.1 Proposicao (Derivada da funcio exponenc1a1) Se y=a*, (a>0e
a # 1) entdo

=a*lna(@a>0ea=1l).

Prova. Sejay=a*(a>0eca#1). Aplicaﬁdo a definicdao 4.3, temos

atM_ g
y’ = lim :
Ax—0 Ax
Ax
- lim a (a 1)
Ax—0 Ax
Ax _
= lim & lim % !
Ax =0 a0 Ax
Como lim — ,—— € o limite fundamental provado na Secédo 3.14.5, vem
Ax—0 Ax
y =a - Ina.

Caso Particular:

Se y = ¢’ entdo y’ = €' - In e = €%, onde e € o niimero neperiano.

4.14.2 Proposicio (Derivada da fungdo logaritmica). Se y=log, x(a@>0,
a # 1), entdo

1
y’ ;1oga (@a>0,a#1).
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Prova. Sejay =log,x(a>0,a#1).

Aplicando a defini¢do 4.3, temos

log (x + Ax) — log x

lim
Axao Ax
x + Ax
log,
lim
Ax—0 Ax
A 1 Ax
Im | — - lo 1 + —
Ax >0 [Ax ga( X )j} ,
1/Ax

lim log, 1+g .
Ax >0 X

Usando a proposicao 3.5.2(g), podemos escrever

' 1/Ax
loga}:'ljm [1+g) :I _
Ax -0 X
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x/Ax ~1/x
1
1 Ii 1+ —
°ga{mfo ( x/AxJ }

. x/Ax
1 ) 1

= —1 1 1
X 08, {AXH_I:O [ + x/Ax] :l

Usando o limite fundamental da Se¢do 3.14.3, vem

y = log,e.

|-

Caso Particular:

Se y=Inxentdoy’= i

1,
X

4.14.3 Proposicao (Derivada da fung¢do exponencial compdsta). Se
y=u’,onde u=u (x) e v=v {x) sdo fungdes de x, derivdveis num intervalo I e
ux)>0,V xe ITentdoy=v- o' - w+u-Inu-v.

Prova. Usando as propriedades de logaritmos, podemos escrever
y= = ev-lnu-

Portanto, y = (g , N(x), onde gw) =€ ew =flx) =v - In u

Como existem as derivadas
g w=¢e"e

]

fFf=@-Inu)y=v -lnu+ v - uu
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pela regra da Cadeia, temos

Y = g f

Se u(x) € uma fungdo derivével, aplicando a regra da Cadeia podemos gene-
ralizar as proposicoes da Secdo 4.14. Acrescentamos as seguintes férmulas em nossa

tabela de derivadas.

@ y=ad'@>0,az1l)

@) y=€

(10) y=1log,u

(11) y = In u

(12) y = w’

y=a*lna-vw

y =€e“u
’_il

y = loge
y W

Y u

4.14.4 Exemplos. Determinar a derivada das fungdes:

0) y=32x2+3x—1.
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Fazendo u = 2x% + 3x — 1, temos y = 3, Portanto,

Yy = 3¥-m3-w

= 32 -1 3. (4x 4 3),

et

(i) y= e

x +
Fazendo y = ¢ com u =

, temos
x -1

e /:L( | [
e S
A
Lo

x+1
-1 (x—1)-1—-(x+1)-
= e .
(x - 1)
x+1
_ o x-r =2
x - 1)?

H
J

(=
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ex-lnx

(v) y=
Neste caso fazemos y = €%, onde u = x - In x.

Entao,

s u s

y = €e'-u

= &'". (xlnx)

e"'h”‘[x-lJrlnx»l]

X

= ¢'Iix(] + Inx).

() y=log, B3x* +7x - 1).

Temos y = log, u, onde u = 3x? + 7x — 1. Portanto,

?

’—E_-loe

y = » -
LT,
32+ Tx - 1 2"

(vi) y =In [xi—xl]'

e
= = —_*
Temos y = Inu, onde u Y11 Logo,
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x+ e —€ -1
(x + 1)?

x + 1

i) y=02 + D1,

Temos y =u*, onde u = x>+ 1>0e v=2x— 1. Assim,
y = x=-DE+DF 1L @+1y+@2+DF L n?+ 1) (-1
= x-DEE+ 1D 2.2+ (E+1DF L.n@?+1)-2

Derivadas das fungaes trigonométricas

4.14.5 Proposigdo (Derivada da fungio seno). Sey=senxentioy’ = cos x.

Prova. Seja y = sen x. Aplicando a defini¢éo 4.3, temos

sen(x + Ax) — senx

y = lim
Ax—0 Ax .

Para desenvolvermos o limite aplicaremos a férmula trigonométrica:

senp—senq:ZSenp;q- L‘;‘l

Entéao,
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Ax 2x + Ax
2sen— - cos ————
= Iim 2 2
Ax—>0 Ax
2 sen Ax
i 2 ) (2x + Ax
= lim Im cos |———
ax—>0 | o  AX | Ao 2
2
= 1 -cosx

= COS X.

4.14.6 Proposicao (Derivada da fungdo cosseno). Se y= cosx, entdo

?

y’ = —senx.
Prova. Seja y = cos x. Aplicando a defini¢éo 4.3, temos

cos (x + Ax) — cosx

y = lim
Ax—0 Ax

Aplicaremos a férmula trigonométrica:

cosp—cosq=—23enp-;q - sen %
h |
Entéo,
X+ Ax+x X+ Ax — x ’
-2 sen

y’ = lim 2 2 '
Ax—0 Ax
) 2x + Ax ) sen Ax/2

= Iim |[2sen ————§- lim —————

Ax >0 2 Ax—0 2_&
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1
= —2-ser1x-2-1

- — S€n x.

4.14.7 Derivadas das demais fungdes trigonométricas.

Como as demais fungdes trigonométricas sdo definidas a partir do seno e
cosseno, podemos usar as regras de derivagdo para encontrar suas derivadas.

Por exemplo,

i

se te x enx entao ’ sec? x
= » —_ . -
y £ cOS X Yy

De fato, usando a regra do quociente, obtemos

. Cosx - cosx — senx (—senx)
Yo = 2
COoS “x

COSZ.X + SCIIZX

COS2 X

COS™ x

= secrx. -

-

Similarmente, encontramos:

Se y =cotg x entio y’=—cosec’x

se y =secx entao y=secx-tgx e

se Yy = cosec X entdo ¥y’ =—cosec x - cotg x.
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Usando a regra da cadeia, obtemos as férmulas gerais. Acrescentamos os
seguintes itens na tfabela de derivadas.

13) y= scn‘/»u" = y' =cosu-u’-
(I4) y=cos u = y=—senu-u
5 y=tgu = y' =sec? u -u’

(I6) y=cotg u = y' =—cosec’ u - u’
(I7) y=secu - = y=secu-tgu-u

b

(I8) y = cosec u = y =—cosecu-cotgu-u.

4.14.8 Exemplos. Determinar a derivada das seguintes fungdes:

@) y = sen (. k c A = ’
y = senu, u=x% ‘ = -
y = (cosu)u’ ’L;C:‘ e :,) )
= [cos (x3)] - 2x , ‘o \ﬂ .
= 2x cos (xX2). [\k E
@) y = cos (1.
y = cosu,u=(1/x). | )
y = (-senu)-u . 3 o5 ‘;.\’f»
= [-sen (1/0)] - — 1/ v
= ;12— sen (1/x) . .ii‘?\"’}‘g/ > C\t}
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Gif) y = 3tgVx + cotg3x.

’ (3tgVx) + (cotg3x)’

<
Il

= 3 .sec?Vx - (\x)" + (— cosec 3x) - (3x)’

= 3 sec?Vx - ;\1/*; — (cosec?3x) 3.

Cosx

W) y = 1+ cotgx.

. (1 + cotgx) (cosx)” — cosx (1 + cotgx)”
(1 + cotg x)?

(1 + cotgx){(-senx) — cosx (—cosec? x)
(1 + cotg x)?

—Sen x — Sen x Cotg x + COS X COSCC> X

(1 + cotg x)?

(v) y = sec (x2+3x+7)..
y = secu,u=x>+3x+7.
y' = secu-tgu-u
= [sec(®+3x+7) -tg (2 +3x+7N]- (2x+3) ;

= (2x+3)sec (P +3x+7) tg(?+3x+ 7).

. x+ 1
(vi) y = cosec (x— IJ-

y = cosecu , U=
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Yy = —cosec u-cotg u- u’

= | —cosec [ 2L |, corg [T =

B x -1 S1lx -1 (x — 1)2
-—icosec'x+1 - cot x+ 1)

- 12 x -1 &lx -1

Derivadas das Fungies Trigonométricas Inversas

4.14.9 Proposicao (Derivada da fungdo arco Seno). Seja f:[-1, 1] = [- /2, n/2]
definida por flx) = arc sen x. Entdo y = f{x) é derivdvel em (-1, 1) e

Prova. Sabemos que
y=arcsenx< x=seny,ye [-n/2, n/2].

Como (sen y)’ existe e € diferente de zero para qualquer y € (—n/2, ®/2),
aplicando o teorema 4.13, vem '

, 1 _ 1 : )

B (seny)’ cosy '

y

Como para y € (-n/2, 7/2) temos cosy = V1 — sen?y , substituindo em (1),
1

1
- Comoseny = x temos y’ = ———» paraxe (-1, 1).
V1 — sen? N1 — X2
y 1 -

vem y’ =

4.14.10 Proposigao (Derivada da fungio arco cosseno). Sejaf:[-1,1]— [0, 7]
definida por flx) = arc cos x. Entdo y = fix) é derivdvel em (-1, 1) e
-1
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Prova. Usando a relacdo

arc cos x g — arc sen x € a proposi¢do 4.14.9, obtemos

Prova. Sabemos que

y=arctgx < x=tgy,ye (—n/2, n/2).

Como (ig y)’ existe e € diferente de zero para qualquer y € (—=r/2, n/2),
aplicando o teorema 4.13, vem

s 1 _ i _
(tgy)”  sec’y

y

Como sec’y = 1 + tg?y, obtemos

A S
Y= 1+tg2y

Substituindo tg y por x, temos
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4.14.12 Derivadas das Demais Fungoes Trigonométricas Inversas. As de-

mais funcdes trigonométricas inversas possuem derivadas dadas por:

._1 '
1+ X2

() Sey=arccotg xentio y’ =

(iil) Sey=arcsecx,lx|>1,entao y’ = s kl>1.

1
el Va2 — 1

(iif) Sey=arccosecx, x| >1,entdo y’ = s x> 1.

-1
kil Va2 - 1

A implicagdo (i) pode facilmente ser verificada se usarmos a relagdo

arccotgx = T _ arc tg x ¢ a proposicio 4.14.11.

2
Provaremos a implicagdo (ii).
Seja y = arc sec x = arc cos (i/x) para IxI =2 1. Entdo y ’ = [arc cos (1/x)]’.

Usando a proposi¢do 4.14.10 e a regra da Cadeia, temos

o -1 (1Y
7T V1 - (/x? [xj
2 -1
x2
1
22 1

- G

x|
S 221

onde Ix 1> 1.

1
k| Va2 — 1
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Acrescentamos os seguintes itens na fabela de derivadas:

(I19) y=arcsen u = y’ =4
-(20)y=arccosu = y’:ﬁ

(21) y=arctgu = y = 1:‘_,”2

(22) y=arccotg u = y = l_f;z

(23)y=arclusle§1u = y,:Iul\/Z;j’ lut>1

(24) y = arc cgsleaclu = y = " J:T,j’ lul > 1.

4.14.13 Exemplos. Encontre a detivada das seguintes fungoesy

(1) y=arcsen (x+ 1)

y=arcsenu, u=x+ 1.

s U
r = 1 — W
- 1 i .
V1 - (¢ + 1)
o 1 -x )|
(i) y = arctg [1 N xz) y
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s U
¥ _1+u2
(1 +x3) (20 -1 -2 - 2x
, (1 + x3)?
y = 2
- 1 - x2
. 1 + x2
, | —2x _
YT A

4,14.14 Derivadas das fung¢des hiperbdlicas.

Como as fungdes hiperbodlicas sao definidas em termos da fungdo exponencial,
podemos facilmente determinar suas derivadas, usando as regras de derivacgdo j4 esta-
belecidas.

Por exemplo, se y = senh x, entao

, & — e |
Y 2

Il

= ; (ex — e_")’A
- 1 (8 + e™)
)

= coshx.

Similarmente, obtemos as derivadas das demais fungdes hiperbdlicas.

Podemos acrescentar na tabela de derivac@o as seguintes férmulas.

(25) y=senh u = y ' =coshu-uw

(26) y = cosh u = y ' =senhu-u
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(27) y=tghu = y’ =sech®u - u’

(28) y =cotgh u = y’ = —cosech? u - u’

(29) y =sechu = y' =—sechu tghu-w

(30) y = cosech u = y’ = —cosech u - cotgh u - u’.

4.14.15 Exemplos. Determinar a derivada das seguintes fungdes:

() y = senh (X +3).
y = senhu,u=x +3.
y = coshu-u

= cosh (& + 3) - 3x%

(ii) y = sech (2x).
y = sechu, u=2x
y' = —sechu-tghu-w

= - sech (2x) - tgh (2x) - 2.

(i) y = InJ[tgh G,
y = Ilnu,u :'Atgh (3x).
yoo v
u
sech? (3x) .3

tgh(Bx)
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3
cosh? (3x)

senh (3x)
cosh (3x)

= 3 sech (3x) - cosech (3x).

(iv) y = -cotgh(l-x3).
y = cotghu,u=1-x.
y’ = —cosech®u-u’

= —cosech? (1 - %) (=353

= 3x% cosech? (1 — ).

4.14.16 Derivadas das fungoes hiperbélicas inversas.

~Na Segdo 2.15.6 vimos que y = arg senh x pode ser expresso na forma
y=1In(x+ V2 + 1).

Assim, fazendo u = x + Vx* + 1 e aplicando a regra da cadeia, obtemos

!
cen

. 7 :‘; R _‘r' . , o . ) . _ [.‘/‘7
y = (x + m)’ ' ’ 4/ 1/‘“‘/ it ; -
X + ¥x 2 + 1 - . .

1+%(x2+1)-?!2-2x

x+Vx2 + 1
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x2+1+x_ 1
Vx2 + 1 x+ Nx2 + 1

1
R
Portanto, se y = arg senh x entdo y’ = D
’ X2 + 1

De maneira similar podem ser obtidas as derivadas das demais funges hiper-
bélicas. |

Apresentamos as férmulas que completam nossa tabela de derivadas.

(31) y=argsenhu =  y = u2“+ 1

(32) y=arg cosh u = y’:#, u>1
(33) y=argtghu = y = 1Tu2' < 1
(34) y=argcotghu = y = 1?“2, W > 1

b1

—U

(35) y=arg sechu = =—F—0<ux<l
| y g y N {—l—uz

__u,
(36) y=argcosechu = y = u # 0.
TR ! V1 + 2

4.14.17 Exemplos. Determinar a derivada de cada uma das fung¢des dadas.

@ y= x2 arg cosh x2.
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Temos,

2x
y = x*. —=-— + 2x arg cosh x
Vx* — 1

= 2x [7\{%+ arg cosh xz].

(ii) y = arg tgh (sen 3x).

. (sen 3x)’
1 — (sen 3x)?

cos(3x) - 3
cos? 3x

3
cos 3x

= 3 sec 3x.

(iif) y=xargsenhx —x? + 1 .

1 1
y = x-——+ argsenhx — - (X* + 1)’2 . 2
V2 + 1 2
V&2 + 1 NxZ 4+ 1

= arg senh x.
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4514.18 Tabela Geral de derivadas.

Reunindo todas as férmulas obtidas, formamos a tabela de derivadas que
apresentamos a seguir. Nesta tabela u e v sdo fungGes derivdveis de xe ¢, 0. e a séo
constantes.

() y=c=y'=0

(2) y=x=y=1

3 y=c-u=>y=c-w

@ y=u+v =y =uw+v

(5 y=u-rv=>y’/=u-v’_+v-u’

L, VW —u-v
=y = =

6) y=

u
1%

7 y=u® @20 =y =0 -u*"1.u

(685 y=a“@>0,a#1)=>y =ad“-Ina-u’
(9) y=e'=y=¢"-u
\(‘jdj\}y=logau:>y’ = u; log e .

) y=lnu=y :5;—

UDy= w =2y=v-uw v+ -lnu-v

S (u >0

b

(I3) y=senu =y =cosu - u

(I4) y=cosu=>y =-senu-u

2

‘K(fg)'-y=tgu=>y’:sec u-u

2

\ (I6) y=cotgu =y’ =—cosec’ u - u’
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——

\/(]7/)\?y=secu:>y’=secu tgu o

‘}/(18) .y =cosec u =y’ =— cosec i - cotg u - u’
T . us

(U9 y=arcsenu=y = ———

— V1 — u?

P 3

2(20-);y=arc cosu=>y = ﬁ »
—u

(21)y =arctgu =y =

(22) y=arccotgu =y =

b

u
( (23) y=arcsecu, lul21 =y = s Jul > 1
(23) y y W N2 1

¢ (24) y=arccosec u, lul>1 =y = s lul > 1.
24) y Y = Y

(25) y=senhu =y’ =cosh u - u’

(26) y:coshu~=>y’:senhu u

(27) y=tghu =y =sech? u- u’

(28) y=cotghu =y =- cosech?® u - u’

(29) y=sechu =y’ =—sechu-tghu-uw

(30) y = cosech u = y’ = — cosech u - cotgh u - W’

u

ViZ + 1

X3 y=argsenhu =y =

>K(.?Z)y=argt:oshu:>y’:——— u>1
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x2

x+1

)"(33)y=argtghu:>y'=} ;0 < 1
— U .
, (B4) y=argcotghu =7y’ = “ ;0 lul > 1
1 —u
~ —u,
35Sy y=argsechu=y’ = —— > O0<ux<l
u N1 —
_u,
~.(36) y=argcosechu =y’ = r u#0.
‘ el V1 + u?
4.15 EXERCICIOS
Nos exercicios de 1 a 75 calcular a derivada.
1. f=100G2+Tx—3)0 2. fo) = % 25 + 6x73)°
3 fy) = % (x> + ax)® 4. flx) = 32 + 6010 - 1
5. fn=2+60" Gr-1* 6. f=0Gx-2@x-1)°
' Tt + 1 ¥ 1
7. A = 8. —2x -5+ —— —\x
f) [th N 3} ) =( ) x
9, fix)= 3;/(3;:2 + 6x — 2)? 10. fin =@ —5t+2)y 1B
1L f(x)=\j__2lx_ 12, ﬂx)=——§lx2—+\/3x+1
3x -1 2 N3x + 1
2t + 1 ’ 3+ 6x + 7
13. ﬂt)=‘\/t_1_ 4. fix) =2e
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15. fo) = % S x 16. fx) =
) | L YR
17, fy =2 & 18. fix) = (—2—]
‘ e""2 + 1
19. As)=(s%+6s-1)3+2¢ % 20. fi) =~
-\f !
21, fin=e"? (2 + 50 22./ fit) = = !
. | 7 e +1
23. f()=log, 2x+4) 24. flx) = % (bx® + ¢) - Inx
25. fis) = log, Vs + 1 26, fx) = % In (72 — 4)
1 1 . _ 1 +x
:27. fix) =In (; + ;) 28 fx)=1n [1 — x]
Nr
a3x E f(a
29. flx) = e 30. fp) = (b]
3 A =@+ 1) ! 2. f) = & + 4"
33. fis) = % (@ + bs)@ + b3) 34. flx)=sen (2x +4)
y/ﬂu):cos(‘ltﬂmu) /3( f(9)=2003(292—39+1)
37. A0)=2cos 6% sen20 38 ﬂa):—li—";’—si—"—‘

39. fix) =sen3 (322 + 6x) 40. f(6) =sen® O +cos> 8
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41.

43.

45,

47,
49,
51.
53.

55.

57,

59.

61.

63.

67.

69

f) =3tg@x + 1) + \x

3 sec’x

fx) =

fix) = e** cos 3x

f(8) = — cosec? 6°

Sfix) = a~cos bx

fu) = (u tg u)?
fB)=a*e® 450

Jf(x) = (arc sen x)2
J{) = tarc cos 3¢
J(t) = arc cos (sen ¢)

fix) = arc sec 3
H= 7 arc cosec (2t + 3)

_ In (sen hx)
X

A = [cotgh (r + 1)? 12

4.

44,

50.
5.

54.

56.

58.
62.:
.
66.

68.

fis) = cotg4 (25 — 3)?

1
fx) = (senx}2

sen(x + 1)
—e" |

fx) =

fix) = sen? (x/2) cos? (x/2)
fin=In cos’t

f(x) = log, (3x — cos 2x)
ft) = e2cos 2

flx) = arc cos %

arc sen s/2
s+ 1

fis) =

_ 1
ﬂx)fmtgl_xz

f(x) =senh (2x—1)

f() = In [cosh (- 1)]

fio) =tgh (4? ~3)?

J{x) = sech [In x]
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| W+ T
69. flix) = {cosech Lx—x*) :l 70. Ax)=(arg senhx)2
71. flix) = x argcosh x — \x2 — 1 72. f(x)=argtgh%12
73. fx) = x arg cotgh 12 74. fx)=(x + 1) arg sech 2x

75. fx) = % [arg cosh x?]?

76. Encontrarf’ (x).

}Y A =

/b)‘ fx)=In13—4x!|
) c) ﬂx)zelzxmll_
77. Calcularf’ (0), se fix) = ¢ * cos 3x.
78. Calcular f ’ (1), se fix) =1In (1 + x) + arc sen x/2.
79. Dada fix) = ¢ *, calcular £0) + x f'(0).
80. Dada fix) =1 + cos x, mostrar que f{x) é par ¢ f '(x) € impar.
81. Dﬁda a f(x) = sen 2x cos 3x, mostrar que f(x) € impar e f ’(x) € par.

82. Dada a fungdo f{x) = % sen 2x , calcular f'(x) e verificar que fe f’ sdo peribdicas de
mesmo periodo.

83. Sejafix) derivavel e periddica de periodo 7. Mostrar que f* também ¢é peridica de perfodo 7.
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84,

85.

86.

87.

88.

89.

Mostrar que a fungfio y =x e~ * satisfaz a equagdo xy’ = (1 — x)y.

/2

2
Mostrar que a fungdo y = xe* /“ satisfaz a equagio xy’ = (1 — xl)y.

Mostrar que a fungdo y = satisfaz a equagdo xy’ =y (y Inx — 1).

1+x+ Inx

Sejam f e g funcdes tais que (f ; g) (x) = x para todo x, e f '(x) e g "(x) existem para todo x.
Mostrar que
f’gx) = 1 sempre que g’ (x) #0
g’ '
Obtenha a regra do produto para (uv)’ derivando a férmula
In@@)=Inu+lnv
Provar que:
a) Sey=cotgx,entdoy =- cosec? x.

b) Sey=secx, entdoy =secx-tgzx.

_]_ .
1+ 22 ”~

¢) Sey=arccotgxentioy’ =

d) Sey=arccosecx, |x[>1,entdo y’ = _41’ bkl > 1.

d Va2 - 1

e) Sey=coshx, entao y’ =senh x.
f Secy=tghx, entdoy =sech’x.

g) Sey=sechux, entioy’ =—sechx - tghx.
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h) Sey=argsechzx, entio y’ = = O<x< 1.

x V1 - 2

1) Sey=argcosechux, entio y’ = > x# 0.

-1
xINT + £
90. Encontrar todos os pontos onde o grifico de f{x) tem tangente horizontal.

a) fix)=sen2x; b) filxy=2cosx.

4.16 DERIVADAS SUCESSIVAS

Seja f uma fungdo derivdvel definida num certo intervalo. A sua derivada f’

¢ também uma fungdo, definida no mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na
derivada da fungdo f’.

4.16.1 Defini¢ao. Sejafuma fungio derivdvel. Se ' também for derivével, entdo a
sua derivada é chamada derivada segunda de f e é representada por f ”(x)

&f

(18-se f-duas linhas de x) ou ) (1€-se derivada segunda de f em relagdo a x).

4.16.2 Exemplos

() Sef(x)=3x*+ 8x+ 1, entdio
frx)=6x+8e

£ (%) = 6.

(if) Se f(x) =tg x, entdo

f (x)=sec’x e

f7x) = 2sec x - sec x - tg x

= 2sec’x-tgx.




Derivada 213

(iii) Se ix) = Vx> + 1 , entdo

fo= Laene

= x(xZ2+D2 ¢

7@ = x- ‘71 @+ 2+ P+ )20

1 2 .
V2 +1 V@ + 1)7°

Se f ” & uma funcdo derivével, sua derivada, representada por f *’(x), é
chamada derivada terceira de f(x). ‘

A derivada de ordem 7 ou n-ésima derivada de f, representada por f (x), é
obtida derivando-se a derivada de ordem n —1 de f.

4.16.3 Exemplos
(i) Se fix) = 3x° + 8x%, entdo
Fr(x) = 15x* + 16x

f7(x) =60x> + 16

7 (x) = 180x2
F&¥(x) = 360x
5(x) = 360
=0
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(i) Se fx) = e 2, entdo

£ = ; e*?
£ = 5 e
4

frs”(x) — é ex/z

—_— e — e e — e — ———

(i) Se f(x) = sen x, entdo
f’(x) = cos x
fU(x) =-senx
f7(x) = —cos x

f™x) =senx

—_— . — e —

COS X, para n = 1

Fgg = —senx, paran =2
— COS X, para n = 3,

senx, paran =4
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4.17 DERIVACAO IMPLICITA

4.17.1 Fungdo na forma implicita.
Consideremos a equacio
v F(xy)=0. (1)

Dizemos que a fungdo y = f(x) € definida implicitamente pela equagdo (1), se
ao substituirmos y por f{x) em (1), esta equagfo se transforma numa identidade.

4.17.2 Exémplos

(i) A equacgdo x>+ % y — 1 =0 define implicitamente a fungio y=2 (1 —x).

De fato, substituindo y=2 (1 - %) na equagdo xZ + % y — 1 = 0, obtemos

a identidade »* + % 21 =x) -1 =0.

(if) Aequacao x% + y2 = 4 define, implicitamente, uma infinidade de fungoes.
' De fato, resolvendo a equacdo para y como fungido de x, temos

y =12 m

Duas fungfies na forma implicita sdo obtidas naturalmente:

y=+ N4 -5 e y =4 - 2.

Os gréaficos dessas fungdes sdo, respectivamente, a semicircunferéncia superior
e inferior da circunferéncia de centro na origem e raio 2 (ver Figura 4.8).
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AY AY
y=V4-xX
-2 2
2 2% X
y=~4-%
-2
Figura 4-8

Podemos obter outras fungdes implicitas da equagdo x* + y* = 4. Se tomamos
um niimero real ¢ qualquer entre -2 e 2, podemos definir a fungio

V4 — x2, parax>c
hx) =
V4 — 4%, parax<c.

A fung¢do A(x) é definida implicitamente pela equagio x> + y? = 4, pois
X +[h(x) =4 para todo x no dominio de A.

Podemos ver o gréfico da fungdo 4 na Figura 4.9. Observamos que esta fungéo

ndo € continua no ponto ¢ e portanto ndo é derivével.

AY
2

-

Figura 4-9
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Atribuindo diferentes valores a ¢, podemos obter tantas fun¢des quantas quei-
ramos. Assim, a equagiio x” + y? = 4, define implicitamente uma infinidade de fungdes.

Nem sempre é possivel encontrar a forma explicita de uma fun¢do definida
implicitamente. Por exemplo, como explicitar uma fun¢8o y = f{x) definida pela equagio

¥y +3xy+2Iny=0?

O método da derivag@o implicita permite encontrar a derivada de uma funcéo
assim definida, sem a necessidade de expliciti-la.

4.17.3 A Derivada de uma func¢io na forma implicita.
Suponhamos que F(x, y) = 0 define implicitamente uma fuﬁgﬁo derivivel y = f (x).

Os exemplos que seguem mostram que usando a regra da cadeia, podemos determinar
y’ sem explicitar y.

Exemplos.

(i) Sabendo que y = fix) € uma funcdo derivdvel definida implicitamente
pela equacgao X+ y? = 4, determinar y’.

Como a equagido x° + y% = 4 define y = fix) implicitamente, podemos consi-
derd-la uma identidade vélida para todo x no dominio de f.

Derivando ambos os membros desta identidade em relagdo a x, temos
o2 +y%) = @4y
ou,
%) + (%) = 0.
Como y = f{x), usando a regra da cadeia, vem

2x+ 2y y' = 0.
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Isolando y’, temos

y ==
y

Observamos que, neste exemplo, foi usado o fato de que y = f{x) € uma fungio
derivgvel definida implicitamente. Esse resultado ndo € vilido para a funcio h(x),
representada graficamente na Figura 4.9. De fato, embora esta funcdo também seja
definida implicitamente pela equagfio x> + y? = 4, ela nfio é continua no ponto x = c €
portanto, nfo € derivavel nestc ponto. ‘

(if) Sabendo que y = fix) é definida pela equacio xy* + 2y° = x — 2y,
determinar y’.

Sabemos que a equagdo xy® + 2y° = x — 2y é uma identidade quando substi-
tuimos y por f (x). Portanto, em todos os pontos onde y = f(x) € derivdvel, temos as
seguintes igualdades:

(o + 2% = (x - 2y)
G + 2% = (0 - (2y)

x-2yy’+y2+6y2y’=1—2y’.

Isolando y’ na idltima igualdade, temos

s _ 1_),2 .
Ty + 62 + 2

y

(iii) Se y = f(x) é definida por x%y? + x sen y = 0, determinar y’.

Lembrando que y = flx) e derivando em relagdo a x com o aux{lio da regra da
cadela, temos .

x*2y-y +2xy*+xcosyy +seny=0.
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Isolando y', vem

,_  _2x +seny
Y 2x%y + x cosy

(iv) Determinar a equagéo. da reta tangente a curva x> + % y—-1=0 no
ponto (— 1, 0). .

Derivando implicitamente em relagdo a x, temos

1 .,
2x.+2y =0

Portanto, y’ =—4x. Noponto x = -1,y = 4.

A equag8o da reta tangente & curva no ponto (-1, 0) ¢ dada por
y—0=4 (x + 1), ou seja, |

y=4x + 4.

418 DERIVADA DE UMA FUNCAO NA
FORMA PARAMETRICA

4.18.1 Funcdo na Forma Paramétrica. Sejam

x = x(f)
(1)
y = y(1)

- duas fungdes da mesma varidvel real ¢, ¢ € [a, b]. Entdo, a cada valor dec ¢ correspondem
dois valores x ¢ y. Considerando estes valores como as coordenadas de um ponto P,
podemos dizer que a cada valor de ¢ corresponde um ponto bem determinado do plano
xy. Se as funcgdes x = x(f) e y = y(¢) sdo continuas, quando ¢ varia de a até b, o ponto
P(x(t), y(t)) descreve uma curva no plano (ver Figura 4.10). As equagdes (1) sdo
chamadas equacdes paramétricas da curva e ¢ € chamado pardmetro.
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P
/""\ y(t)~--—---\‘

W
~l1
ol

Figura 4-10

Vamos supor agora, que a fungdo x = x(r) adm1te uma fungao inversa t = t(x)
Neste caso, podemos escrever T :

y=yltx) ]

e dizemos que as equagdes (1) definem y como fungio de x na forma paramétrica.

Eliminando o pardmetro f nas equacdes (1), podemos obter a funcfo y = y(x)
na forma analitica usual.

Muitas curvas importantes costumam ser representadas na forma paramétrica.
Em geral, as equagbes paramétricas sdo lteis porque, em diversas situagdes, elas
simplificam os célculos. Elas também sa3o muito usadas na Fisica, para descrever o
movimento de uma particula. A seguir, apresentamos as equacdes paramétricas de
algumas curvas e damos exemplos de algumas funcgoes definidas na forma paramétrica.

4.18.2 Exemplos

x=2t+1
(i) As equagdes
y=4t+3

definem uma func¢do y(x) na forma paramétrica.
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1

De fato, a fungdo x = 2t + 1 € inversivel sendo que sua inversa é dada por

t = ) {(x — 1) . Substituindo este valor na equagdo y = 4t + 3, obtemos a equacgéo

. cartesiana da fun¢do y(x), que é dada por

4[;(;:-1):!4—3

= 2x+1.

- (@) Asequagbes .

(2)

asent,te [0,2x],

onde g é uma constante positiva, representam uma circunferéncia de centro na origem
€ raio a.

-2

Na Figura 4.11, visualizamos o paridmetro ¢, 0 < ¢ £ 2 &, que representa o
gngulo formado pelo eixo positivo dos x ¢ o segmento de reta que une o ponto P 4
origem.

>< S
o
3 /

Figura 4-11

Para obter a equag8o cartesiana, devemos eliminar o pardmetro &.
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Elevando ao quadrado cada uma das equagdes em (2) e adicionando-as, obte-
mos :

2 = a*cos’t
y* = & sen’t
¥ + y* = a’cos’t + alsen?t

ou seja, x2 + y* = a>.

Observamos que, neste exemplo, ndo temos uma fungdo y(x) na forma para-
meétrica, porque a fung8o x = a cos ¢ ndo € inversivel no intervalo [0, 2 % ]. No entanto,

podemos obter uma ou mais fungdes y = y(x) na forma paramétrica, restringindo
convenientemente o dominio.

?Y AY
________ P e R
y ; / \\
1 7/ \
, I
ton ) Cx /N ",
¥ [ 1
i‘ X ; X : axy
\ / i
\ 4 ;
N ,,’ PN. T y
y=Va-x y=~N&-x
Figura 4-12

Por exemplo, as equagdes

X =4acost

y=asent, e [0nxn]
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definem, na forma paramétrica, a fungdo y = Va®? — x*> e as equacdes

X a cos t

y:dsent,te [1t,2m]

definem a fungdo y = — Va? — x* (ver Figura 4.12).

(iif) As equacOes

X =dacost

&)
y=bsent,t e [02n],

onde a ¢ b sdo constantes positivas, representam uma elipse de centro na origem e
semi-eixos a € b, como mostra a Figura 4.13(a).

Neste caso, o parametro f também representa um angulo e pode ser visualizado
na Figura 4.13(b).

\Y 7 AY

‘ ,
b b
ﬁ\_'\ y b
K : X s

(a) | (b)
Figura 4-13

Para obter a equacdo cartesiana da elipse dada, devemos eliminar o pari-
metro t.
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Multiplicando a primeira equagao de (3) por b e a segunda equacdo por a,
obtemos

bx=abcost

ay = ab sen t.

Elevando cada uma dessas equagdes ao quadrado e adicionando-as, vem

b2x2 = a2 b?cos?t

lq
a’y* = a®> P*sen’t X,
B2x2 + a*y? = a* b*(cos®t + sen??) oo
: SR v
ou, de forma equivalente, - : Y { ‘
N ¥ o R
~ S [ T %, . I
DA o Vo n Y S
— t 5 =1 P iy 1)
2" b Vv )

] y s
- / ) v
"\f::i . )

Como no exemplo anterior, restringindo convenientemente 0 dominio, “po-

demos definir uma ou mais fungdes y(x) na forma paramétrica. T
! S
AY o
N .
S
b 4
NN
> ’ ™
a X o Q,U‘ /
4 FARY /
; - d
-\ v s
- o N //

Figura 4-14
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Por exemplo, as equacOes

X =a cos f
y:bsent,te [0,5]
deﬁném, na forma paramétrica, a fungdo y(x) que estd representada na Figura 4.14.

(iv) As equacgdes

x=acos3t

(4)

y:a'sen3t,0St£21L’,

onde a € uma constante positiva, representam a curva vista na Figura 4.15(a).

Y Y

i

> |-
[\
x

(@) (®)
Figura 4-15

Esta curva é chamada astréide ou hipocicléide de 4 ciispides e pode ser
definida como a trajetéria descrita por um ponto fixo P de uma circunferéncia de raio
a/4, quando esta gira, sem escorregar, dentro de uma circunferéncia fixa de raio a.
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Na Figura 4.15(b), ilustramos o significado geométrico do pardmetro ¢.

Para obter a equagéio cartesiana da curva, procedemos de forma andloga aos
exemplos anteriores. Elevando cada equagdo de (4) a poténcia 2/3 e adicionando-as,
obtemos

23 = 42/3 cos? 1
V23 = g2 sen?y

273 4+ y¥3 = 4?3 (cos®t + sen’?)

oy, de forma equivalente,
23 4 2B = g2

Observamos que as equagdes (4) ndao definem uma fung¢do y(x) na forma
paramétrica, porque x = @ cos® ¢ ndo é inversivel no intervalo [0, 2n]. Portanto, se
queremos definir uma fung¢do y(x) na forma paramétrica, devemos tomar o cuidado de
restringir conveniententemente o dominio.

4.18.3 Derivada de uma Fungdo na Forma Paramétrica.

Seja y uma funcdo de x definida pelas equagGes paramétricas

x = x(f) _
_ 3)
y=y ,t e lab].

Suponhamos que as fungdes y = y(f), x = x(f) ¢ sua inversa ¢t = #(x) s8o
derivéveis. ' '

Podemos ver a fungio y = y(x), definida pelas equagdes (5), como uma fungao
composta

y =y [{x)]

e aplicar a regra da cadeia. Temos, entdo

% = y() - t’(x). | - ©
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Como x = x(f) e sua inversa t = f(x) sdo derivaveis, pelo teorema 4.13, vem

vy _ 1 | 4
| R P
Substituindo (7) em (6), obtemos A _
dy _ 3@
dx x’(D)

Observamos que esta férmula nos permite calcular a derivada % sem

conhecer explicitamente y como func¢do de x.

4.18.4 Exemplos

(i) Calcular a derivada % da fungdo y(x) definida na forma paramétrica
pelas equagdes:

x=2t+ 1 x=3t-1
(a) (b)
y:4t+3, y:9t2—6t-
Solucao.
(a) Temos,
dy _y (@ _4_,
dx x’(0) 2 )
(b) Temos,

dy y’(©) 18t -6
dx  x’(t) 3

=6t—-2. &)
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. i d ~ .
Se quisermos o valor da derivada 2 em func¢ao de x, devemos determinar

dx
t = t(x) e substituir em (8). Temos,

x+ 1.

W | —

x=3t-1 = t =

Substituindo em (8), vem

dy _ 6.1 _
=6 30+D-2

= 2x

(it) Determinar a derivada dy da func¢do y(x) definida na forma paramétrica

pelas equacgdes dx

x =4 cos ¢t

y=4sen’t, 0<t<

NA

Temos,

x'(t) =—12 cos® t sen ¢

y’ () = 12 sen? ¢ cos ¢.

Portanto,

dy y’'(®)  12sen® ¢ cost __sent_“t .
dx x’(t) —12cos®t sent cost g1t
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Observamos que este resultado s6 é vdlido para os pontos onde x'(¢) # 0, ou
s

seja, parat#0er # 5

(iii) Determinar a equagdo da reta tangente 2 circunferéncia x> + y*> = 4, no

ponto P(\E , \5) .

Solugao. Vamos usar a fungfo y(x) definida na forma paramétrica pelas equa-
coes
x = 2cost

y = 2sent , t e [0,7],

como vimos no Exemplo 4.18.2(ii).

Vamos agora, calcular a inclinacfio da reta tangente no ponto P, ou seja, vamos

calcular o valor da derivada % no ponto P, Temos,

dy _y(t) 2cost _
dx x’(f) -2sent cotg 1.

Precisamos determinar o valor do pardmetro ¢ que corresponde ao ponto P,

Temos,
V2 = 2 cos ¢
V2 = 2 sen t,

T
e portanto ¢ = i

A equacio da reta tangente 3 curva no ponto P(¥2 , V2) , é dada por

'y—\lfz—l(x—\/i),
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ou seja,

y=—x+2\/i_.

4,19 DIFERENCIAL

4.19.1 Acréscimos. Seja y = f{x) uma fungio. Podemos sempre considerar uma
variagdo da varidvel independente x. Se x varia de x; a x,, definimos o
acréscimo de x, denotado por Ax, como

Ax=x2—x1.

A variac@o de x origina uma correspondente variagdo de y, denotada por Ay,
dada por '

Ay = fix,) - flx}) ou,
Ay = flx; + Ax) — fix,) (ver Figura 4.16).

Figura 4-16
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4.19.2 Diferencial. Sejam y = f{x) uma fungdo derivdvel e Ax um acréscimo de x.
Definimos:

(a) a diferencial da varidvel independente x, denotada por dx, como
dx = Ax;
(b) a diferencial da varidvel dependente y, denotada por dy, como

dy=f'(x) - Ax.

De acordo com a defini¢do anterior, podemos escrever dy = f ’(x) - dx ou
2 = f.

dy
dx

quociente entre duas diferenciais.

Assim, a notagédo ’ jé usada para f ’(x), podc agora ser considerada um

4.19.3 Interpretagao Geométrica. Consideremos a Flgura 4.17, que representa o
' grafico de uma fungdo y = f{x) derivdvel.

O acréscimo Ax que define a diferencial dx estd geometricamente representado
pela medida do segmento P M [P(x,, f(x,)) € M(x,, fix,))] (ver Figura 4.17).

Figura 4-17
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O acréscimo Ay esté representado pela medida do segmento M Q [Q (x,, f (x,)].

A reta ¢ € tangente a curva no ponto P. Esta reta corta a reta x = x, no ponto
R, formando o tridngulo retdngulo P M R. A inclinagdo desta reta ¢ ¢ dada por f°(x;) ou
tg o.. Observando o tridngulo P M R, escrevemos

MR
s =t = =,
Je) =g =g

onde MR e PM sido respectivamente as medidas dos segmentos MR e PM. Usando o

dy

fato de que f’(x)) = i

» concluimos que dy = MR, j4 que PM = dx.

Observamos que, quando Ax torna-se muito pequeno, 0 mesmo 0corre com a
diferenca Ay — dy. Usamos esse fato em exemplos priticos, considerando Ay = dy
.(Ay aproximadamente igual a dy), desde que o Ax considerado seja um valor pequeno.

4194 Exemplos
(i) Sey=2x*—6x+ S5, calcule o acréscimo Ay para x = 3 e Ax = 0,01.

'Usando a defini¢do de Ay, cscre{remos

flx, + Ax) ~fix,)

= f(3+0,01)-A3)

= fG3.0D)-A3)

= [2-(3,01Y-6-3,01+5]-[2-32-6-3+5]
= 5,0602 -5

Ay

= 0,0602.

(if) Sey=6x*>—4,calcule Ayedyparax=2¢e Ax= 0,001.
Usando a defini¢do de Ay, temos

Ay

fx, + A —fix)
= F(2+0,001)-A2)

:‘:
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= [6-(2,001)2-4]-[6-2%-4]
= 20,024006 — 20
= 0,024006.

Usando a definicéo de dy, temos
dy = f'(x)-Ax
= 12x-Ax
= 12-2-0,001
= 0,024.

Observamos que a diferenga Ay — dy = 0,000006 seria menor caso usdssemos

ﬁm valor menor que 0,001 para Ax.

65,5.

(iif) Calcule um valor aproximado para 3 65,5 usando diferenciais.

Seja y = fix) a fungdo definida por fix) = Vx .
Escrevemos,

3 1
y+Ay= Vx+Ax ¢ dy=3x2/3dx.

Fazemos x = 64 ¢ Ax = 1,5, isto porque 64 € o cubo perfeito mais préximo de

Portanto,
X+ Ax=655 , dx=Ax=15 ¢

1

: 1,5

L5 = 3.16 - 0,03125.

dy =
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Entio,

V655 = V64 + 15 = x + Ax =y + Ay .
Fazendo Ay = dy, obtemos finalmente que

V655 =y + Ay = 4 + 0,03125

Il

4,03125.

(iv) Obtenha um valor aproximado para o volume de uma fina coroa
cilindrica de altura 12 m, raio interior 7 m e espessura 0,05 m. Qual o erro decorrente
se resolvermos usando diferenciais?

A Figura 4.18 representa o s6lido de altura A, raio interior r e espessura Ar.

O volume V do cilindro interjor € dado por
V = nrth
= n-7*12

= 58871 md.

g

N

I 1| ~

PPl B

)ll’” \\{n =
Figura 4-18

Dando um acréscimo Ar o volume da coroa serd igual a variagdo AV em V.
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Usando diferenciais, temos

AV=dv

2ZnrhAr

H

2rn-7-12-0,05

= 84nm’.

- O volume exato sera

AV = n{r+Ar?-h-nrth

= ®(7,05%-12 —wn-72-12

= 59643 1588w

= 843nm’.

Portanto, o erro cometido na aproximacéo usada foi

AV —dV = 0,03 n m>.

4.20 EXERCICIOS

Nos exercicios de 1 a 12 calcular as derivadas sucessivas até a ordem »n indicada.

10

y=3x4—2x;n=5

y=3—2¥2+4x5;n=10
1
y_x—l’n_4
1
=—;n=4
YT

y=senax ; n=7

2. y=acl+bP+cx+d;n=3

10.

y='\/3—x2 ;n=2

y=e=tlin=3

y:.anx;n.:Z

= -2 Ccos

x

[\

sn=S5§
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11. y=tgx;n=3 12. y=arctgx;n=2
13. Achar a derivada de ordem 100 das fungdes:

a) y=senux, b) y=cosx.

. o ~ . (n) (— 1)"n!

14. Mostrar que a derivada de ordem » da fungdo y = 1/x € dada por y'" = —an .
15. Mostrar que a derivada de ordem 7 da fungio y = € ¢ dada por y™ = ¢" €.
16. Sejam f (x) e g(x) fungdes derivaveis até 3* ordemn. Mostrar que:

Q) () =gf +2'8 +12; b (R =gf” +37g + 3" +/E”
17. Mostrar que x = A cos (wz + o ), onde A, 0 € o s80 constantes, satisfaz a equagdo

F+tex=0 |i= éz—;

dr

18. Calculary’ = % das seguintes fungGes definidas implicitamente.

a) x3+y3=a3 b) x3+x2y+y2=0

0 Vx+Vy=va § =i

x+y

e) acosz(x+y)=b D tg y =xy

g &=x+y.
19. Determinar as retas tangente e normal a circunferéncia de centro (2, 0) e raio 2, nos pontos de

abscissa 1.
20. y2

Demonstrar que a reta tangente a elipse - + —b2 = 1 no ponto (x,, y,) tem a equagdo
a

XX yy .

0 0

+ =1.
a* b>
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21.

22.

23.

25.

Em que pontos a reta tangente a curva y2 =2 ¢ perpendicular & reta 4x — 3y + 1 = 0?7

Mostrar que as curvas cujas equagdes sdo 22 + 3y2 =5e y2 =x interceptam-se no ponto
(1, 1) e que suas tangentes nesse ponto sao perpendiculares.

dy
dx

quais valores de ¢, y’ estd definida?

Calcular a derivada y’ = das seguintes fungdes definidas na forma paramétrica. Para

x=£ [(x = cos 2t

(@) (b) 5 T
y=t3,te(0,+oo) ‘y=sen2t,te[0,§]

:\
x=3cos t x = cos t

(c) @ A -
y=4sent , t e [r, 2r] y = SCH3I , tE [_5, OJ
x=12t-1 x = 8cos’ ¢

(e) ) E
)’=l‘3+5,-°°<t<+°° y=83en3t, t € [0,x]

Determinar a equagéo da reta tangente a elipse

x = 2cost

y=3sent, te [0, 2n]

nopontoP(\fi, 3’3@]

Determinar as equacoOes da reta tangente e da reta normnal 2 astroide
x = cos> ¢

y = sen’ ¢ , t'e [0, 2m]
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1 33
Pl—— == |

no ponto [ 3 3 ]
26. Encontrar Ay — dy das fungSes dadas. \

@) y=3Z-—x+1; by y=Nx; 0 y=2tLl.

2x - 1

27. Encontrar Ay e dy para os valores dados

4 y= - Ax=0001; x=1;

2x2 3 ] ’ 3 2

b) y=5x*—6x; Ax=0,02; x=0;

: 2x + 1 _ ) _ .

c) y= 1 Ax =0,1; x=-1;
28. Calcular um valor aproximado para as seguintes raizes, usando diferencial.

3 4

a) V50; b) N 63,5 ; c) vi13.
29. Calcular a diferencial das seguintes fungoes. )

a) y=Ih@x¥*_4x): b) y=":x1 : " ¢) y=sen (5x% +6),
30. A drea S de um quadrado de lado x € dada por S = x%. Achar o acréscimo e a diferencial desta

func@o e determinar o valor geométrico desta dltima. .
31. Dar a interpretagdo geométrica do acréscimo e da diferencial da fungdo S = x x* (4rea do

circulo). :
32. Uma caixa em forma de um cubo deve ter uin revestimento externo com espessura de 1/4 cm.

Se o lado da caixa € de 2 m, usando diferencial, encontrar a quantidade de revestimento
necessdria. '
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'33. Um material estd sendo escoado de um recipiente, formando uma piltha conica cuja altura €
' sempre igual ao raio da base. Se em dado instante o raio € 12 cm, use diferenciais para obter
a variacao do raio que origina um aumento de 2 cm? no volume da pitha.

34. Use diferenciais para obter o aumento aproximado do volume da esfera quando o raio varia
de3cma3,lcm.

~ 35. Um terreno, em desapropriagio para reforma agréria, tem a forma de um quadrado. Estima-se
que cada um de seus lados mede 1 200 m, com um erro méximo de 10 m. Usando diferencial,
determinar o possivel erro no célculo da 4drea do terreno.

36. Um pintor é contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas com 40 cm de lado.
Depois que recebeu as placas verificou que os lados das placas tinham 1/2 ¢m a mais. Usando
diferencial, encontrar o aumento aproximado da porcentagem de tinta a ser usada.



