% CAPITULO 5

MAKRON
Books

APLICACOES DA DERIVADA

Neste capitulo, apresentaremos as aplicagdes da Derivada.

Em diversas dreas encontramos problemas que serdo resolvidos utilizando a
derivada como uma taxa de variagdo.

A andlise do comportamento das fungdes sera feita detalhadamente usando
defini¢bes e teoremas que envolvem derivadas.

Finalmente, introduziremos as regras de L’Hospital, que serdo usadas no
célculo de alguns limites.

5.1 VELOCIDADE E ACELERACAO

Velocidade e aceleragdo sdo conceitos que todos nés conhecemos. Quando
dirigimos um carro, podemos medir a distincia percorrida num certo intervalo de
tempo. O velocimetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisamos no acelerador
ou no freio, percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleragéo.

Mostrarernos que podemos calcular a velocidade € a aceleragdo através de
derivadas.
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5.1.1 Velocidade. Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(f)
represente o espago percorrido pelo mével até o instante ¢. Entfo, no intervalo
de tempo entre ¢ e ¢ + At, o corpo sofre um deslocamento

As = s(t + A — s(d).

Definimos a velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente

_s(t + An) — s(p) ,
vm = A

isto €, a velocidade média € o quociente do espago percorrido pelo tempo gasto
em percorré-lo.

De forma geral, a velocidade média nada nos diz sobre a velocidade do corpo
no instante ¢. Para obtermos a velocidade instdntanea do corpo no instante ¢, calculamos
sua velocidade média em instantes de tempo At cada vez menores. A velocidade ins-
tantdnea, ou velocidade no instante ¢, € o limite das velocidades médias quando Ar se
aproxima de zero, isto €, '

v = lim 2= m S¢EXA) -s@O)
a—0 A A S0 At

Como j4 vimos no capitulo anterior, esse limite é a derivada da fungdo s = s(¢)
em relag@o a t. Portanto, |

vy — 95
5.1.2 Aceleragao. O conceito de aceleragfo € introduzido de maneira an4loga ao de
velocidade.

A aceleracdo média no intervalo de tempo de ¢ até ¢ + Ar é dada por

_y@+A)—-v(@)
am At .

Observamos que ela mede a variagdo da velocidade do corpo por unidade de
tempo no intervalo de tempo At. Para obtermos a aceleragdo do corpo no instante ¢,
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tomamos sua aceleragdo média em intervalos de tempo Af cada vez menores. A acele-
rag¢do instantdnea é o limite

a() = lim vt + At) — v (D) -
At = 0 At

® .

Logo, a derivada da velocidade nos d4 a aceleragdo. Como v(¢) = s (1) , temos

a() =v ') =5 "(t).

5.1.3 Exemplos

(i) No instante = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua
posicdo no instante ¢ é dada por s{f) = 16t — £2.

Determinar:

(a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2, 4];
(b) a velocidade do corpo no instante ¢ = 2;-

(c) a aceleragdo média no iﬁterv_alo {0, 4];

(d) a aceleragdo no instante = 4,
(a) A velocidade média do corpo no intervalo de tempo entre 2 ¢ 4 € dada
por :

s(4) —s@2)
m 4 -2

(16 - 4 — 4% — (16 - 2 — 2%)
4 -2

48 — 28
2

= 10 unid. veloc. .
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(b) A velocidade do corpo no instante ¢ = 2 € o valor da derivada s ’(¢) no
ponto t = 2. Como s(f) = 16¢ — 12, temos

w(t) =5 '(f) = 16 — 2t.

No instante ¢ = 2, a velocidade é

w2) = 16-2-2

= 12 unid. veloc.

(c) A aceleragdo média no intervalo [0, 4] € dada por

_y@ -v(OQ

“m 4-0

Como v(z) = 16 — 2t, temds

(16 — 2 - 4) — (16 — 2 - 0)
m 4

8 — 16
4

= -2 unid. aceler. .

(d) A aceleragdo no instante ¢t = 4 é dada pela derivada v "(4). Como
v(t) = 16 — 2¢, temos a(t) = v '(t) = — 2. Portanto,

a(4) = -2 unid. aceler. .

(if) A equacio do movimento de um corpo em queda livre é

g,

B |
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onde g = 9,8 m/s? é a aceleragdo da gravidade. Determinar a veloc1dade e a aceleragédo
do corpo em um instante qualquer ¢.

Num instante qualquer ¢, a velocidade é dada por

(1) = s
- 1.
= 5 g -2
= gt m/s.

A aceleracdo num instante ¢ €
ai®y = v’'(@®
= gm/s,

que € a aceleracdo de gravidade.

5.2 TAXA DE VARIACAO

Na secdo anterior vimos que quando um corpo s¢ move em linha reta de acordo
com a equagdo do movimento s = s(f), a sua velocidade € dada por v = s’ (¥).

Sabemos que a velocidade representa a razdo de variacdo do deslocamento por
unidade de variacdo do tempo. Assim, a derivada s’ (¢) € a taxa de variagdo da fungao
s(t) por unidade de variagéo 1.

O mesmo ocorre com a aceleracio que ¢ dada por a(?) = v’ (¢). Ela representa
a razdo de variagdo da velocidade v(¢) por unidade de variagdo do tempo ¢.

Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variagdo. Dada uma
fung@o y = f{x), quando a varidvel independente varia de x a x + Ax, a correspondente
variacdo de y serd Ay = fix + Ax) — flx). O quociente
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Ay  fix + Ax) - fix)
Ax Ax

representa a taxa média de variacao de y em relacdo a x.

A derivada

() = lim fix + Ax) — Ax) ’

Ax—0 Ax
¢ a taxa instantdnea de variagdo ou simplesmente taxa de variag¢do de y em relagdo
ax.

A interpretacdo da derivada como uma razdo de variagdo tem aplicacgdes
priticas nas mais diversas ciéncias. Vejamos alguns exemplos.

521 Exémplos

(I) Sabemos que a 4rea de um quadrado é fungdo de seu lado. Determinar:

(@) ataxade variagdo média da 4rea de um quadrado em relagdo ao lado.
quando este varia de 2,5 a 3 m,;

(b) a taxa de variac@o da 4rea em relagdo ao lado quando este mede
4 m.

Solugdo. Sejam A a drea do quadrado e !/ seu lado. Sabemos que

A=PL

(a) A taxa média de variagdo de A em relagdo a / quando / variade 2,5 m a
3 m é dada por

A4 AQ) - AR)S)
Al T 3-25
9 - 625

0,5
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(b) A taxa de variag@o da drea em relagdo ao lado ¢é dada por

aa _ d p
a = oa®

= 21

Quando / = 4, temos

ou,

aA

= 8.
dl | @

Portanto, quando / = 4 m, a taxa dec variagdo da area do quadrado serd de
8 m? por variagdo de 1 metro no comprimento do lado.

(2) Uma cidade X € atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de
saide calculam que o ndmero de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo
t (medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia) ¢, aproximadamente, dado por

f(t)=64t—§-

(@) Qual a razdo da expansdo da epidemia no tempo ¢ = 47
(b) Qual a razdo da expansdo da epidemia no tempo ¢ = 87

(¢) Quantas pessoas serdo atingidas pela epidemia no 5° dia?
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Solucdo. A taxa com que a epidemia se propaga € dada pela razdo de variagio
da funcgdo f{r) em relagdo a t. Portanto, para um tempo ¢ qualquer, essa taxa € dada por

f@) =642
(a) NO tempo I = 4, temos C‘» /
f(4) =64 —16 = 48.

Logo, no tempo ¢ = 4, a moléstia est4 sc alastrando a razdo de 48 péssoas por
dia.

(b) No tempo ¢t = 8, temos
f (8) = 64-64

= 0.

Portanto, no tempo ¢ = 8 a epidemia estd totalmente contrelada.

(¢) Como o tempo foi contado em dias a partir do 1° dia de epidemia, o
52 dia corresponde & variagdo de ¢ de 4 para 5.

.O nimero de pessoas atingidas pela moléstia durante o quinto dia serd dado

por
. . p
f3) - f4) = 64-5——3— _ 64.4_?
125 64
= 320 - 3 —~ 256 + 3
= 43,

No item (a), vimos que no tempo ¢ = 4 (inicio do 5°), a epidemia se alastra a
uma taxa de 48 pessoas por dia. No item (c), calculamos que durante o 5° dia 43 pessoas
serdo atingidas. Essa diferenca ocorreu porque a taxa de propagacdo da moléstia se
modificou no decorrer do dia.
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(3) Analistas de produgdo verificaram que em uma montadora x, o niimero
de pecas produzidas nas primeiras ¢ horas diérias de trabalho € dado por

50(¢ + 1), para0

<1<4
f(’)z{zoo(:+1), parad <t < 8.

IA A

t
t

(a) Qual a razio de produgdo (em unidades por hora) ap6s 3 horas de
trabalho? E apés 7 horas?

(b) Quantas pecas sdo produzidas na 82 hora de trabatho?

Solucdo.

(@) A razdo de producio apds 3 horas de trabalho € dada por f ’(3). Para
t < 4, temos

7@ =502 + 1).

Portanto,

'3 = 50(2-3+1)

= 350.

Logo, ap6s 3 horas de trabalho a razdo de producgfo € de 350 pegas por hora
de trabalho.
A razdo de produgdo ap6s 7 horas de trabalho é dada por f’(7). Para r > 4,

£(£) = 200.

Logo, ap6s 7 horas de trabalho a razdo de produgdo € de 200 pecas por hora
de trabalho.

(b) O numero de pegas produzidas na oitava hora de trabalho € dado por

A8)Y-R7) 200(8 + 1) — 200(7 + 1)

= 200.
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Neste exemplo, o nimero de pecas produzidas na 82 hora de trabalho coincidiu
com a razdo de produgio ap6s 7 horas de trabalho. Isso ocorreu porque a razdo de
produgdo permaneceu constante durante o tempo considerado.

(4) Um reservatério de 4gua estd sendo esvaziado para limpeza. A quanti-
dade de 4gua no reservatorio, em litros, ¢ horas apés o escoamento ter comegado € dada
por

V = 50(80 — H2.

Determinar;

(a) Ataxa de variacdo média do volume de 4gua no reservatério durante
as 10 primeiras horas de escoamento.

(b) A taxa de variagdo do volume de 4gua no reservatério apés 8 horas
de escoamento.

(¢) A quantidade de 4gua que sai do reservatério nas 5 primeiras horas
de escoamento.

Solucao.

(@) A taxa de variagio média do volume nas 10 primeiras horas é dada por

Ay 50(80 — 10)* — 50 (80 — 0)?
At 10
_50[70% - 804
- 10
= 50 -(-150)
= —7.500 1/hora.

O sinal negativo aparece porque o volume de 4gua estd diminuindo com o
tempo. '
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(b) A taxa de variagdo do volume de 4gua num tempo qualquer é dada por

dv
o - 50 - 280 — nH(-1)

= —100(80 —1).

No tempo ¢ = 8, temos

dav
— = —-100(80 - 8
i | (80 - 8)
= -100-72
= 720 l/h.

(¢) A quantidade de dgua que sai do reservatério nas -5 primeiras horas é
dada por

V(0) - V(5) = 50(80)% -50(75)%

= 38.750 L.

Em muitas sitna¢des préticas a quantidade em estudo € dada por uma fungdo
composta. Nestes casos, para determinar a taxa de variagdo, devemos usar a regra da
cadela. Vejamos os exemplos que seguem.

(5) Um quadrado de lado / estd se expandindo segundo a equagio / = 2 + £2,
onde a varidvel tr representa o tempo. Determinar a taxa de variagdo da 4rca desse
quadrado no tempo ¢ = 2.

Solucdo. Seja A a 4rea do quadrado. Sabemos que A = e que [ =2 + £,

A taxa de variag@o da drea em relacdo ao tempo, num tempo ¢ qualquer € dada

or 4.
P dt
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Usando a regra da cadeia, vem

A _ dA d
dt dl dt

= 212t

= 4t

= 42+ -t

No tempo ¢ = 2, temos

dA
- - = 42 + 2% -2
dat | o ( )

= 48 unid. 4rea/unid. tempo.

(6) O raio de uma circunferéncia cresce a razdo de 21 cm/s. Qual a taxa de
crescimento do comprimento da circunferéncia em relagdo ao tempo?

Solucao. Sejam r = raio da circunferéncia,
t = tempo,
[ = comprimento da circunferéncia .

Da geometria, sabemos que [ =2 1t r.

" . - . dr
Por hipédtese, a taxa de crescimento de r em relag@o a ¢t € & = 21 cm/s.

A taxa de crescimento de / em relagéo a ¢ € dada por g% - Usando a regra da

cadeia, vem

d _ dl dr

dt ~  dr dt
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dr
- 2 - =

T d
= 2m-21

42 T cm/s.

(7) Um ponto P(x, y) se move ao longo do gréfico da fungdo y = 1/x. Se a

abscissa varia a razdo de 4 unidades por segundo, qual € a taxa de variagio da ordenada
quando a abscissa é x = 1/10?

Entao,

Solugdo. Temos

dy _dy dx
dt ~ dx dt’
Como x varia & razdo de 4 unid./seg, % = 4. Como y = 1/x, % - — xI2

da _ _ 1
di x2\4
_ -4
2

Quando x = 1/10, temos

day = -4
dt (1/10)2
= —4-100

= —400 .
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Portanto, quando a abscissa do ponto P € x = 1/10 e estd crescendo a uma taxa
de 4 unid./seg a ordenada decresce a uma razio de 400 unid./s. Intuitivamente, podemos
perceber isso analisando o gréfico de f (Ver Figura 5.1).

AY
1 0"1

e e ——— =

3 /

110

Figura 5-1

. : ™~
(8) Acumula-se areia em um monte com a forma de um cone onde a altura
¢ igual ao raio da base. Se o volume de areia cresce a uma taxa de 10 m*/h, a que
razdo aumenta a irea da base quando a altura do monte € de 4 m?

Solucdo. Sejam V = volume de areia,

= altura do monte,
r = raio da base,

A = dreada base. (Ver Figura 5.2.)

Figura 5-2
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Da geometria, sabemos que

A=nr? ' | (D

V:%nrzh. ‘ 2)

Por hipétese, dg‘t{ = 10 m3/h e h = r. Substituindo & = r em (2), temos

1 ,
V=§1tr3. €))

. dA
Queremos encontrar a taxa de variagdo ar quando r =4 m.

Derivando (/) em relag@o a ¢, temos

\’

dA _ dA ar
dt dr
dr

=27r - ar

Precisamos determinar % - Derivando a equagio (3) em relacdo a ¢, vem

v _dv dr
d  dr dt
dr

—n2. &
T a

Como av = 10 m3/h, temos

dt

dr 1

d B - 10
10
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Portanto,
dt B T r2
20

dA

5.
dt

Quandor = A = 4m, =Z4Q:

Logo, quando a altura do monte € de 4 m, a 4rea da base crcsce a uma taxa
de 5 m?/.

5.3 EXERCICIOS

1.  Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posi¢ao no instante ¢ € dada por fir) = 161 + 2,
0 <7< 8, onde o tempo € dado em segundos ¢ a distincia em metros.

(a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo [b,'b +h],0<b<8.
(b) Achar a velocidade média durante os intervalos [3; 3,11, [3; 3,01] e {3; 3,001].
(c) Determinar a velocidade do corpo num instante qualquer £.-

(d) Achar a velocidade do corpo no instante ¢ = 3.

(¢} Determinar a aceleracdo no instante z.

-

2. Influéncias externas produzem uma aceleragio numa particula de tal forma que a equac@o de

) . .y o P b -
seu movimento retilineo é y = ; + ct, onde y € o deslocamento e ¢ o tempo.

(@) Qual a velocidade da particula no instante ¢ = 2?

(p) Qual € a equagao da aceleragdo?

3. A posicdo de uma particula que se move no eixo dos x depende do tempo de acordo com a

equagio x = 372 — 2, em que X vem eXpresso em metros e ¢ em segundos.
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(@) Qual é o seu deslocamento depois dos primeiros 4 segundos?
() Qual a velocidade da particula ao terminar cada um dos 4 primeiros segundos?

(c) Qual € a aceleragdo da particula em cada um dos 4 primeiros segundos?

Um corpo cai liviemente partindo do repouso. Calcule sua posic2o e sua velocidade depois de
decorridos 1 e 2 segundos. (Da Fisica, use a equagéo y = vyt — % g 2 para determinar a
posicdo y do corpo, onde v, € avelocidade inicial e g =9,8 1r1/s2).

Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas

20+—;—(t+4)2 , 0<1<60
W) =

24,4t + 604 , 60 <1 <90,

onde ¢ € medido em dias.

(@) Qual a raz@o de aumento do peso da ave quando ¢ = 507
(b) Quanto a ave aumentard no 512 dia?

©) Qual a razdo de aumento do peso quando ¢ = 807

Uma pega de came foi colocada num freezer no instante ¢t = 0. Ap6s ¢ horas, sua temperatura,
em graus centigrados, é dada por

T(r)=30—5t+t4 <t<s.

, 0
+ 1

Qual a velocidade de redug@o de sua temperatura ap6s 2 horas?

A temperatura de um gds € mantida constante € sua pressao p em kgf/cm3 e volume v em cm?

estdo relacionadas pela igualdade vp = ¢, onde ¢ € constante. Achar a razdo de variagdo do
volume em relaggo & pressdo quando esta vale 10 keffem®.

Uma piscina estd sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de 4gua inicial era de 90.000
litros e depois de um tempo de ¢ horas este volume diminuiu 2500 £ litros, determinar:

(a) tempo necessédrio para o esvaziamento da piscina;
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10.

12

13.

14.

13.

(b) taxa média de escoamento no intervalo {2, 5};

{c) taxa de escoamento depois de 2 horas do inicio do processo.

Um apartamento estd alugado por Cr$ 4.500,00. Este aluguel sofrerd um reajuste anual de
Cr$ 1.550,00.

(a) Expresse a fun¢fio com a qual podemos calcular a taxa de variaga@o do aluguel, em ¢ anos.
() Calcule a taxa de variagdo do aluguel apés 4 anos.
(¢) Qual a porcentagem de variac@o do aluguel depois de 1 ano do primeiro reajuste?

(d) Que acontecerd a porcentagem de variagdo depois de alguns anos?
Numa pequena comunidade obteve-se umna estimativa que daqui a ¢ anos a populagdo serd de

5 .
p() =20 - 1 milhares.

(a) Daqui a 18 meses, qual seré a taxa de variag@o da populacdo desta comunidade?

() Qual serd a variagao real sofrida durante o 18° més?

Seja r a raiz ciibica de um ndimero real x. Encontre a taxa de variagfo de r em relagdo a x
quando x for igual a 8.

-

Um liquido goteja em um recipiente; Ap6s ¢ horas, hé 5t — £/2 litros no recipiente. Qual a taxa
de gotejamento de liquido no recipiente, em l/hora, quando 7 = 16 horas?

Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio de base ¢ 10 m de altura.
No tempo ¢ = (), a 4gua comeca a fluir no tanque i razio de 25 m>/h. Com que velocidade o
nfvel de 4gua sobe? Quanto tempo levaré para o tanque ficar cheio?

Achar a razdo de variagdo do volume v de um cubd em relagdo ao comprimento de sua
diagonal. Se a diagonal estd se expandindo a uma taxa de 2 m/s, qual a razdo de variagdo do
volume quando a diagonal mede 3 m?

Uma usina de britagem produz pé de pedra, que ao ser depositado no solo, forma uma pilha
cOnica onde a altura € aproximadamente igual a 4/3 do raio da base.
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16.

17.

180

19.

20.

(@) Determinar a razao de variacao do volume em relagdo ao raio da base.

(b) Se oraio da base varia a uma taxa de 20 cm/s, qual a razao de variagdo do volume
quando o raio mede 2 m?

Os lados de um tridngulo equildtero crescem a taxa de 2,5 cm/s.

(@) Qual € a taxa de crescimento da 4drea desse tridngulo, quando os lados tiverem 12 cm de
comprimento?

(b) Qual é a taxa de crescimento do perimetro, quando os lados medirem 10 cm de
comprimento?

Um objeto se move sobre a pardbola y = 2x? + 3x — 1 de tal modo que sua abscissa varia a
taxa de 6 unidades por minuto. Qual € a taxa de variagdo de sua ordenada quando o objeto
estiver no ponto (0, —1)?

Um trem deixa dma estacdo, num certo instante, e vai para a diregao norte a razdo de 80 km/h.
Um segundo trem deixa a mesma estagdo 2 horas depois € vai na diregao leste & razao de
95 km/h. Achar a taxa na qual estdo se separando os dois trens 2 horas e 30 minutos depois
do segundo trem deixar a estagfo.

Uma limpada colocada em um poste estd a 4 m de altura. Se uma crianga de 90 cm de altura
caminha afastando-se da l1dmpada 2 raz@o de 5 m/s, com que rapidez se alonga sua sombra?

O raio de um cone € sempre igual & metade de sua altura . Determinar a taxa de variagdo da
drea da base em relag@o ao volume do cone.

Anédlise do Comportamento das Fungoes

Dada uma curva y = f{x), usaremos a derivada para obter alguns dados acerca

da curva. Por exemplo, discutiremos os pontos de médximos ¢ minimos, os intervalos
onde a curva € crescente ou decrescente.

Esses dados nos levam a um método geral para construir esbogos de graficos

de funcoes.
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5.4 MAXIMOS E MINIMOS

A Figura 5.3 nos mostra o griafico de uma fungéo y = f{x), onde assinalamos
pontos de abscissas Xps Xpy Xy € X,

AY

Figura 5-3

Esses pontos sdo chamados pontos extremos da fungdo. f(x,) e f{x;) sdo cha-
mados mdximos relativos ¢ f(x,), fx,) sdo chamados minimos relativos.

Podemos formalizar as defini¢Ges.

5.4.1 Defini¢do. Uma fungdo ftem um méximo relativo em c, se existir um interva-
lo aberto /, contendo c, tal que f{c) 2 f(x) para todo x € I N D(f).

5.4.2 Defini¢io. Uma fungio ftem um minimo relativo em c, se existir um interva-
lo aberto /, contendo c, tal que f{(c) < f(x) paratodox e I N D(f).

5.4.3 Exemplo. A fungdo fix) = 3x* — 12x* tem um mdximo relativo em ¢, = 0, pois
existe o intervalo (-2, 2) tal que f{0) = f(x) para todo x € (-2, 2).

Em ¢, = -V2 e €3 = +v2, a fungdo dada tem minimos relativos pois

ﬂ—\/Z—) < fix) para todo x € (-20) ef(\/f) < fix) para todo x € (0, 2) (ver
Figura 5.4). i
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T-12

Figura 5-4

A proposic¢a@o seguinte permite encontrar os possiveis pontos extremos de uma
funcao. ‘

5.4.4 Proposi¢do. Suponhamos que f(x) existe para todos os valores de x € (a, b) €
que f tem um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Sef (c¢) existe,
entdo f’(c)=0. '

Prova. Suponhamos que f tem um ponto de méximo relativo em c e que f’ (c) existe.
, Entdo,

) = lim .li_ﬂ_ _ ) -fo) _ o R =R

— _ i
x=c x—)c X ¢ x> c X

Como f tem um ponto de maximo relativo em ¢, pela definicdo 5.4.1, se x
estiver suficientemente préximo de ¢ temos que f{c) 2 fix) ou fix) - flc) < 0.

Se x —c*, temos x — ¢ > 0. Portanto, xi — CC).S 0 e entdo

sy 1 x) ~ Re)

flo) = hm+ . ¢ <0. )
X > C

. x) — flc ~
Se x —>c7, temos x — ¢ < 0. Portanto, %l 2 0 e entao
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fe) = lim xx‘ﬂc > 0. — @)

Por (1) e (2), concluimos que f '(c) = 0.

Se f tem um ponto de minimo relativo em c, a demonstracio € andloga.

Esta proposicao pode ser interpretada geometricamente. Se f tem um extremo
relativo em ¢ e se f ’(c) existe, entdo o griafico de y = f(x) tem uma reta tangente
horizontal no ponto onde x = c. '

Da proposiggo, podemos concluir que quando f’(c) existe, a condi¢@o f’(c) =0
é necessdria para a cxisténcia de um extremo relativo em c. Esta condi¢do ndo é
suficiente (ver Figura 5.5(a)). Isto &, se f '(c) = 0, a fung@o f pode ter ou ndo um extremo
relativo no ponto c.

Da mesma forma, a Figura 5.5(b) e (c) nos mostra que quando f’(c) ndo existe,
f{x) pode ter ou ndo um extremo relativo em c.

AY AY AY
0 X
é \ 'x :
‘ >
c
X
(@ (b) (c)
Figura 5-5

O ponto ¢ € D( f) tal que f’(c) = 0 ou f ’(c) ndo existe, é chamado ponto
critico de f. —

Portanto, uma condi¢do necesséria para a existéncia de um extremo relativo
em um ponto ¢ € que ¢ seja um ponto critico.

E interessante verificar que uma fungio definida num dado intervalo pode
admitir diversos pontos extremos relativos. O maior valor da fungao num intervalo &
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chamado mdximo absoluto da fungao nesse intervalo. Analogamente, o menor valor €
chamado minimo absoluto.

Por exemplo, a fungdo f{x) = 3x tem um minimo absoluto igual a 3 em [1, 3).
Nio existe um maximo absoluto em [1, 3) .

A fungio fix) = —x* + 2 possui um méximo absoluto igual a 2 em (-3, 2).
Também podemos dizer que —7 € minimo absoluto em [-3, 2] .

Temos a seguinte proposigio, cuja demonstragio serd omitida.

5.4.5 Proposicdo. Sejaf: [a, b] — R uma fungdo continua, definida em um interva-
lo fechado [a, b]. Entao f assume méiximo ¢ minimo absoluto em [a, b].

Para analisarmos o mdximo e o minimo absoluto de uma funcdo quando o
intervalo ndo for especificado usamos as defini¢bes que seguem.

5.4.6 Defini¢dao. Dizemos que f{c) é o mdximo absoluto da fungdo f,se c € D(f)e
f{c) 2 fix) para todos os valores de x no dominio de f.

5.4.7 Defini¢ao. Dizemos que f{c) é o minimo absoluto da fungio fse c € D(f), e
f{c) £ fix) para todos os valores de x no dominio de f.

5.4.8 Exemplos

(i) A funcdo f(x) = x* + 6x — 3 tem um mfnimo absoluto igual a —12 em
¢ = -3, ja que f(-3) = -12 < f(x) para todos os valores de x € D( f) (ver Figura 5.6(a)).

(if) A funcdo f(x) = —x2 + 6x — 3 tem um mdaximo absoluto igual a 6 em
c = 3, ja que f(3) = 6 2 flx) para todos os x € D( f) (ver Figura 5.6(5)).
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b 4 4

XV

Figura 5-6

5.5 TEOREMAS SOBRE DERIVADAS

r——

5.5.1 Teorema de Rolle. Sejafuma fun¢io definida e contfnua em [a, b] e derivé-

vel em (a, b). Se fla) = fib) = 0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre @ €
btalque f'(c)=0.

Prova. Faremos a prova em duas partes.

1% parte. Seja fix) = 0, para todo x, a < x < b. Entdo f’(x) = 0 para todo x, a < x < b.
Portanto, qualquer ndmero entre a ¢ b pode ser tomado para c.

2° parte. Seja flx) # 0, para algum x, a < x < b. Como f € continua em [a, b], pela
proposigao 5.4.5, f atinge seu méximo e seu minimo em [aq, b]. Sendo f{x) # 0 para
algum x € (a, b), um dos extremos de f serd diferente de zero. Como fla) = f(b) = 0,
essc extremo seréd atingido em um ponto ¢ € (a, b). '

Como f € derivdvel em ¢ € (a, b), usando a proposig¢do 5.4.4, conclufmos
que f '(c) = 0.
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5.5.2 Teorema do Valor Médio. Seja f uma fungdo continua em [a, b] e deriv4-
vel em (a, b). Entdo existe um nimero ¢ no intervalo (a, b) tal que

fc) = ﬂbb)_: f(a_a) :

Antes de provar este teorema apresentaremos sua interpreta¢do geométrica.

. Geometricamente, o teorema do valor médio estabelece que se a funcgio
y = fix) € continua em |[a, b] e derivdvel em (a, b), entdo existe pelo menos um ponto
c entre g ¢ b onde a tangente a curva € paralela 4 corda que une os pontos P (a, fla))
e Q (b, fib)) (ver Figura 5.7).

AY
gz <
~ . i
f(a)__P_l E :
%

Figura 5-7

Prova do Teorema do Valor Médio. Sejam P (a, fla)) e @ (b, f(b)). A equagdo da reta

P0 ¢

y - fly = TO=19

b _ g - a.

Fazendo y = h (x), temos

hw =TOS@ oy s fa).
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Como & (x) € uma fungdo polinomial, # (x) € continua e derivdvel em todos
0s pontos.

Consideremos a funcg@o g (x) = fix) — k (x). Esta funcio determina a distincia
vertical entre um ponto (x, f(x)) do grifico de f e o ponto correspondente na reta secante

5.

Temos,

g = fw) - D o) fia).

A funcdo g (x) satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle em [a, b]. De fato,

(i) g (x) é continua em [a, b] 4 que flx) e h (x) sdo continuas em [a, b].
(ii) g (x) € derivavel em (a, b) pois fix) e h (x) sfo derivévéis em (a, b).
(ii)) g (a) = g (b) =0, pois '

8@ = fioy - =19 4 o) pay= 0

g = 5y - =29 oy pay = 0.

Portanto, existe um ponto ¢ entre a e b tal que g'(c) =0

fiw - 18 =1a

Como g ’(x) = b _a

, temos

g =ro -1 =18 _ g

¢ desta forma,

Fo = 1=,
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5.6 FUNCOES CRESCENTES E DECRESCENTES

5.6.1 Definicdo. Dizemos que uma fungfo f, definida num intervalo I, & crescente
neste intervalo se para quaisquer x,, x, € I, x; < x,, temos fix;) < fix,) (ver

Figura 5.8).
AY AY
fx.) f(x.)

fix)

f(x,) |

Figura 5-8 Figura 5-9

5.6.2 Defini¢ao. Dizemos que uma funcdo f, definida num intervalo I, é decrescen-
te nesse intervalo se para quaisquer x;, x, € I, x, < x, temos flx,) 2 fx,) (ver
Figura 5.9). '

Se uma fungdo € crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que é
mondtona neste intervalo.

Analisando geometricamente o sinal da derivada podemos determinar os in-
tervalos onde uma fung@o derivdvel é crescente ou decrescente. Temos a seguinte
proposigao.

5.6.3 Proposicao. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b] e derivdvel no
intervalo (a, b).

(i) Sef’(x)> 0 para todo x € (a, b) entdo f é crescente em [a, b];

(i1) Se f’(x) < 0 para todo x € (a, b) entdo f é decrescente em [a, b].
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Prova. Sejam x, e x, dois mimeros quaisquer em [a, b] tais que x; < x,. Entdo f ¢
continua em [x,, x,] € derivavel em (x,, x,). Pelo teorema do valor médio, segue que

f(xz) - f(xl) .

Xy = X

dce (x,x) tal que f’(c) = ()

(1) Por hipétese, f ’(x) > 0 para todo x € (a, b). Entdo f '(¢) > 0. Como
X, <Xy X, — x>0,

Analisando a igualdade (I), concluimos que f(x,) — f(x,) > 0, ou seja,

flxy) > flx)).

Logo, f € crescente em [a, b].

(ii) Neste caso, f’(x) < 0 para todo x € (a, b). Temos entdo f '(c) <O e
x, —x; >0 '

Analisando a igualdade (7), conclufmos que f(x,) — f(x,) < Oe dessa forma

flx,) < fixy).
Logo, f € decrescente em [a, b].

Observamos que a hipétesc da continuidade de f no ihtervalo fechado [a, b] é
muito importante. De fato, tomando por exemplo, a fun¢éo

£10,11 > R

x+ 1, para 0 £ x < 1

f) =

Il
[y

1 , para x

temos que f’(x) = 1 > 0 para todo x € (0, 1) e no entanto, f ndo € crescente em [0, 1].

A proposic@o ndo pode ser aplicada porque f(x) ndo € continua no ponto 1.
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5.6.4 Exemplos. Determinar os intervalos nos quais as fungdes seguintes sdo
crescentes ou decrescentes.

@ fx)=x>+1.

Vamos derivar a fun¢fo e analisar guais os nimeros x tais que f'(x) > O e
quais os nuimeros x tais que f’(x) < 0.

Temos,

o) =35

Como 3x? & maior que zero para todo x # 0, conclufmos que a fungéo é sempre
crescente.

A Figura 5.10 ilustra este exemplo.

AY

¥

() fix)=x>—x+5.

Temos f’(x) = 2x — 1. Entdo, para 2x — 1 > 0 ou x > 1/2 a fungéo € crescente.

Para 2x — 1 <0 ou x < 1/2 a fungdo € decrescente (vér Figura 5.11).
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AY

4,75

>V

1/2

2% -4, se x<1
(i) fix) =

-x — 1, se x 2 1.

O gréfico de f{x) pode ser visto na Figura 5.12.

AY

N a

[E P T Y

i, ) S

-4
Figura 5-12
Se x < 1, entdo f'(x) = 4x. Temos,

4x > (O para x € (0, 1);

4x<Qparaxe (- oo,.O).
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Se x > 1, temos f '(x) = —1. Entdo, f '(x) < 0 para todo x € (1, + o).
Concluimos que f € crescente em [0, 1] e decrescente em (— e, 0] U [1, + o).

5.7 CRITERIOS PARA DETERMINAR OS EXTREMOS
DE UMA FUNCAO

A seguir demonstraremos teoremas que estabelecem critérios para determinar
os extremos de uma funcao.

’

5.7.1 Teorema (Critério da derivada primeira para determinagio de
extremos). Scja f uma funcio continua num intervalo fechado [a, b] que
possui derivada em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto possivelmente

num ponto c. '

(D) Sef’(x)>0paratodox<cef’(x) <0 para todo x > ¢, entdo f tem um
mdximo relativo em c. '

(ii) Se f’(x) <0 paratodo x < c e f’(x) > 0 para todo x > ¢, entdo ftem um
minimo relativo em c.

Prova.

(i) Usando a proposigao 5.6.3, podemos concluir que f é crescente em |a, c]
e decrescente em [c, b]. Portanto, fix) < f(c) para todo x # ¢ em (a, b) ¢ assim f tem um
maximo relativo em c.

(ii) Pela proposicdo 5.6.3, concluimos que f € decrescente em [a, c] e
crescente em [c, b]. Logo flx) > flc) para todo x # ¢ em (a, b). Portanto, f tem um
minimo relativo em c.

A Figura 5.13 ilustra as diversas possibilidades do tcorema.
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f(

\y)
I
o

. -_--fZELi£;
Oka{

O |-----
(o o O
8 /

Figura 5-13

5.7.2 Exemplos

(i) Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento e os maximos e
minimos relativos da funcéo

o= -Tx+6.

Temos f’(x) = 3x2 — 7, para todo x. Fazendo f’(x) = 0, vem

3%-7= 0
ou,

X = * ~N7/3.

Portanto, os pontos criticos da funggo f sdo + ¥7/3 e —V7/3 .

Para x < —\7/3 ,f’(x) é positiva. Aplicando a proposigdo 5.6.3, concluimos
que f € crescente em (— oo, — \7/3 ). Para — V7/3 < x < \/73, f’(x) é negativa. Entéo
f é decrescente em [ —V7/3 , N7/3 1. Para x > ¥7/3 , f’(x) é positiva e entdo, f &
crescente em [W , +o0).

_Pelo critério da derivada primeira concluimos que f tem um méximo relativo
em —V7/3 e ftem um minimo relativo em ++7/3 .

A Figura 5.14 mostra um esboco do grifico de f.
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-3

(ii) Seja

x—27% -3,
fx) =

12x+7

73|

Figura 5-14

se x £5

se x > 5.

Sex<5,temos f'(x) =2 (x—2) e se x> 5 temos f’(x) =.1/2.

' Ainda f’ (§) = 1/2 e f’ (5) = 6. Logo, f’(5) ndo existe € entdo 5 é um

ponto critico de f.

O ponto x = 2 também €& ponto critico, pois f’(2) = 0.

- Sex <2, f’(x) ¢ negativa. Entéo pela proposigdo 5.6.3, f € decrescente em

(==, 2].

Se 2 <x <5, f’(x) € positiva. Entdo fé crescente em [2, 5].

Se x > 5, f’(x) € positiva. Entdo.f € crescente em [5, + ).

Pelo critério da derivada primeira, concluimos que f tem um minimo relativo

em x = 2.

Apresentamos o grifico de f na Figura 5.15.
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5.7.3 Teorema (Critério da derivada 2* para determina¢do de extremos
de uma funcido). Sejam fuma fun¢do derivdvel num intervalo (g, b) € c um

ponto critico de f neste intervalo, isto &, f '(c¢) =0, com a < ¢ < b. Se f admite a
derivada f’ em (a, b), temos:

(i) Sef’”(c)<0,ftem um valor miximo relativo em c.

(ii) Sef”(c) >0, ftem um valor minimo relativo em c.

Prova. Para provar este teorema utilizaremos o seguinte resultado que ndo foi mencio-

nado no Capitulo 3. “Se lim f{x) existe e é negativo, existe um intervalo aberto
X —a

contendo a tal que f{x) < 0 para todo x # a no intervalo”.

Prova de (i). Por hipdtese f ”(c) existe e f ”’(c) < 0. Entdo,

£y = tim =L@ o

X -C

X —=>cC

Portanto, existe um intervalo aberto /, contendo c, tal que

r@-r© _,

P , paratodoxe l. () |



274 Cdlculo A — Fungées, Limite, Derivagdo, Integracdo

Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € [ tais que x < c.
Entdo, ¢ é o extremo direito do intervalo aberto A.

Seja B o intervalo aberto que contém todos os pontos x € 7 tais que x > ¢.

Assim, ¢ € o extremo esquerdo do intervalo aberto B.
Se x € A, temos x — ¢ < 0. De (), resulta que f’'(x) > f '(c).
Sexe B, x—c>0.De (I), resulta qu_cf’(ic) < f’(c).

Como f'(c) = 0, concluimos que se x € A,f'(x) >0esexe B,f’'(x) <0.
Pelo critério da derivada primeira (teorema 5.7.1), f tem um valor médximo relativo
em c.

A prova de (ii) € andloga.

() fx)= 18x+3x2 4x3.
Temos,

T ’,,.(&). = 18+6x- 12x2
e 7 = 6-24x.

Fazendo f’(x) =0, temos 18 + 6x — 12x% = 0. Resolvendo esta equagdo obtemos
0s pontos cnncos de f que sao 3/2 c—1.

Corno f ”(3/2) = -—-30 < 0 f tem um valor méaximo relativo em 3/2.

Como [ (=}) = 30 > 0, f tem um valor minimo relativo em —1.

(D) fix) =x (x— D%
Neste exemplo, temos

) = x2@-D+E-1D2-1
= 3x2-4x+1
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e f"x) = 6x-4.

Fazendo f’(x) = 3x> — 4x + 1 = 0 ¢ resolvendo a equagdo obtemos os pontos
criticos de f, que neste caso sdao 1 € 1/3.

Como f (1) =2 > 0, ftem um valor minimo relativo em 1. Como
£7(1/3) =-2 <0, ftem um valor maximo relativo em 1/3. ‘

(iii)f(x)=6x—3x2+%x3.

Temos,
fix)y = 6 - 6x + % X
e f"(x) = —-6+3x

Fazendo f '(x) = 0, temos 6 — 6x + —;— x> = 0 . Resolvendo a equagcio,

obtemos x = 2 que neste caso ¢ o lnico ponto critico de f.
Como f ”(2) = 0 nada podemos afirmar com auxilio do teorema 5.7.3.

Usando o critério da derivada primeira, concluimos que esta fungdo € sempre
crescente. Portanto n2o existem méaximos nem minimos relativos.

5.8 CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO

O conceito de concavidade € muito (til no esbogo do grifico de uma curva.
Vamos introduzi-lo, analisando geometricamente a Figura 5.16.

Na Figura 5.16(a) observamos que dado um ponto qualquer ¢ entre a e b, em
pontos préximos de ¢ o grafico de f estd acima da tangente a curva no ponto P (¢, f(c)).
Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no intervalo (a, b).
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AY

b == -

(b)
Figura 5-16

Como f ’(x) € a inclina¢do da reta tangente & curva, observa-se na Figura
5.16(b), que podemos descrever esta mesma situagfo afirmando que no intervalo (a, b) a
derivada f " (x) € crescente. Geometricamente, isto significa que a reta tangente gira no
sentido anti-hordrio a medida que avangamos sobre a curva da esquerda para a direita.

Analogamente, a Figura 5.17 descreve uma fungdo que tem concavidade vol-
tada para baixo no intervalo (a, b).

AY

Ry [~
9]

[l I
xXY

4]

o

X

(@) (b)
Figura 5-17

Na Figura 5.17(b) vemos que a tangente gira no sentido horé4rio quando nos
deslocamos sobre a curva da esquerda para a direita, A derivada f’(x) é decrescente
em (a, b).
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Temos as seguintes definic¢des:

5.8.1 Defini¢do. Uma fungdo f € dita concava para cima no intervalo (a, b), se f’(x)
¢ crescente neste intervalo.

5.8.2 Defini¢do. Uma fungdo f ¢ concava para baixo no intervalo (a, b), se f’(x) for
decrescente neste intervalo.

Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima

ou para baixo, auxilia muito no tragado de seu gréfico. Faremos isso, analisando o sinal
da derivada f ' (x).

5.8.3 Proposic¢ao. Seja fuma fungdo continua no intervale [a, b] e derivédvel até 22
ordem no intervalo (a, b): '

(@) Sef”(x)>0 paratodo x € (a, b), entdo f é cOncava para cima em
(a, b).

(i) Sef”(x) <0 para todo x € (a, b), entdo f & cOncava para baixo em (a, b).

Prova. (i). Como f 7 (x) = [f "(x)1’, se f " (x) > O para todo x € (a, b), pela proposicédo
5.6.3, f '(x) é crescente no intervalo (a, b). Logo, f é cbncava para cima em (a, b).

Analogamente, se prova (i),

Podem existir pontos no grifico de uma fungéo nos quais a concavidade muda
de sentido. Esses pontos s3o chamados pontos de inflexdo.

5.8.4 Defini¢ao. Um ponto P (c, fic)) do grafico de uma fungdo continua f € chama-
do um ponto de inflexdo, se existe um intervalo (a, b) contendo ¢, tal que uma
das seguintes situagdes ocorra:

(i) fé cbncava para cima em (a, ¢) e cOncava para baixo em (c, b).

(i) fé cdncava para baixo em (a, ¢) € cOncava para cima em (c, b).

Na Figura 5.18, os pontos de abscissa Cy> €55 €3 € C, S0 pONLOS de inflex&o.
Vale observar que c, e ¢, s3o pontos de extremos de f e que f ndo € derivdvel nestes
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pontos. Nos pontos ¢, € c,, existem as derivadas f ’(c,) € f "(c,). Nos correspondentes
pontos (c,, fic,)) € (¢4, fc,)) a reta tangente corta o gréafico de f.

AY

5.8.5 Exemplos. Determinar os pontos de inflexdo e reconhecer os intervalos onde
as fungbes seguintes tem concavidade voltada para cima ou para baixo.

O fx)=@E-1)7>%
Temos

@ = 3G-17
e f'x) = 6(x-1).

Fazendo f ”(x) > 0, temos as seguintes desigualdades equivalentes

6(x-1) > O
x-1 > 0

x > 1.
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Portanto, no intervalo (1, + =), f "’ (x) > 0. Analogamente, no intervalo
(—eo, 1), f 7 (x) < 0. Pela proposigdo 5.8.3 f € cOncava para baixo no intervalo (- e, 1)
e no intervalo (1, + ) f é cbncava para cima.

No ponto ¢ = 1 a concavidade muda de sentido. Logo, neste ponto, o grafico
de f tem um ponto de inflexao.

Podemos ver o grafico de f na Figura 5.19.

AY

XV

/1

Figura 5-19

(i) fix) =x* -2

Temos,
filx)y = 4x3 —2x
e fr(x) = 1222-2.

Fazendo f " (x) > 0, vem

1222-2 > 0
2 > 1/6.
_ V6
Entdo, x> — ou x < —- —/— -

6 6
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Portanto, f tem concavidade para cima nos intervalos

o Y6 (Y6
6 6’ a

No intervalo (— \26— ’ \/:_J ,f 7 (x) < 0. Portanto, neste intervalo f é concava
para baixo.
Nos pontos ¢, = _—6—6— e ¢, = %6— a concavidade muda de sentido. Logo,

‘nestes pontos o grafico de f tem pontos de inflexdo.

A Figura 5.20 mostra o grifico de f onde assinalamos os pontos de inflex3do.

AY

6
5

i

Figura 5-20

Y

x* » parax <1
(ii)) flx) =

1-(x — 1)?, parax>1.

Parax< 1,f'(x)=2xef”(x)=2. Parax>1,f'(x) =-2(x-1) e
f7{x) =-2. Logo, para x € (—eo, 1), f "(x) > 0 e portanto f é cOncava para cima neste
intervalo. No intervalo (1, + ), f ”(x) < 0. Portanto, neste intervalo f é cdncava para
baixo.

"No ponto ¢ = 1, a concavidade muda de sentido e assim o grafico de f apresenta
um ponto de inflexdo em ¢ = 1.
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O gréifico de f pode ser visto na Figura 5.21. Observamos que no ponto
c =1, f tem um méximo relativo.

/
XV

Figura 5-21

5.9 ASSINTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS

Em aplicacdes préticas, encontramos com muita freqiiéncia graficos que se
aproximam de uma reta a medida que x cresce ou decresce (ver Figuras 5.22 e 5.23).

AY | AY,

XY

Figura 5-22

Estas retas sdo chamadas assintotas.



282 .Cdlculo A — Fungées, Limite, Derivagdo, Integracdo

AY AY

/

XV

Figura 5-23

Particularmente, vamos analisar com um pouco mais de atengo as assintotas
horizontais € as verticais.

5.9.1 Definicao. A retax=a éuma assintota vertical do gréfico de y = f(x), se pelo
menos uma das seguintes afirmacoes for verdadeira:

()  lm Ax) = +oo

X —a

Gi) lim fx) = +oo

i) m fx) = — e

X = a

(v) Lm flx) = —eo.

X —a

5.9.2 Exemplo. A retax =2 ¢ uma assintota vertical do gréifico de

1

R
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De fato, Ilim _1 +eo  ou também,

cs2t @-2?% 0

lim — = = =t

x-)2_(x'_2)2 o

A Figura 5.24 ilustra este exemplo.

AY

1) U

>V

Figura 5-24

5.9.3 Defini¢ao. A retay = b é uma assintota horizontal do gréfico de y = fix), se
pelo menos uma das scguintes afirmagoes for verdadeira:

@) lim fo)y=0b

X = +oo

(i) lim fix) =54.

X — —oo

5.9.4 Exemplo. Asretasy=1ey=-1 sdo assintotas horizontais do grifico de
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) x . x .
porque lim ———=1 e lim ——— = -1 (ver Figura 5.25).
x o+ Nx2 + 2

X = —oo Vx2.+2

B et T T

Figura 5-25

5.10 ESBOCO DE GRAFICOS

Utilizando todos os itens citados na andlise do comportamento de uma fungio,
podemos fazer um resumo de atividades que nos levario ao esbogo de gréficos.

ETAPAS PROCEDIMENTO DEFINICOES E
TEOREMAS UTILIZADOS
12 Encontrar D( f)
28 Calcular os pontos de
| intersecg¢do com os eixos.
(Quando n#o requer muito
célculo.)
38 Encontrar os pontos criticos | Secéo 5.4.
48 Determinar os intervalos de’ | Proposi¢do 5.6.3.
crescimento e decrescimento
de fix)
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ETAPAS : PROCEDIMENTO DEFINICOES E
TEOREMAS UTILIZADOS

5t Encontrar os médximos ¢ Teoremas 5.7.1 ou 5.7.3.
' minimos relativos.

62 Determinar a concavidade e | Proposi¢fo 5.8.3.
os pontos de inflexao de f.

T Encontrar as assintotas Definigoes 5.9.1 € 5.9.3.
horizontais e verticais se
existirem.

g2 Esbogar o gréfico.

5.10.1 Exemplos. Esbogar o grafico das fungdes:

() fix) =32*-8x3 + 6x% + 2.
Seguindo as etapas propostas temos:
1¢etapa. D(f)=R

2% etapa. Intersecgdo com o eixo dos y.

f0y=2

3%etapa. f’(x) = 12x° — 24x% + 12x.

Resolvendo 12x° — 24x? + 12x = 0, encontramos x, = 0 € x, = 1 que séo os
pontos criticos. ‘

4° etapa. Fazendo f’(x) > 0, obtemos que 12x° — 24x2 + 12x > 0 quando x > 0. Portanto,
f € crescente para x = 0.

Fazendo f’(x) < 0, obtemos que 12x° — 24x? + 12x < 0 quando x < 0. Poi'tanto,
f € decrescente para x < 0.
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e

==

/ ‘V ”“&- o -%”W‘H\\\_
“etapa. Temos f 7 (x) = 36x* — 48x + 12.

Como f ’(0) = 12 > 0, temos que o ponto 0 € um ponto de minimo e AQ) =
\ ¢ um minimo relativo de f. P -

PR o

= e B

\ / Iy
K‘, Co/r/no/ f7(1) =0, nada podemos afirmar.

e =

6° etapa. Fazendo f ”(x) > 0, temos que 36x%> — 48x + 12 > 0 quando x € [(~ o, 1/3)
U (1, + o0)]. |

Entdo, f € cOncava para cima em (— oo, 1/3) U (1, + =0).

Fazendo f " (x) < 0, temos que 36x* — 48x + 12 < 0 para x € (1/3, 1). Entdo f
¢ cOncava para baixo em (1/3, 1).

Os pontos de abscissa 1/3 e 1 sdo pontos de inflexdo.

7% etapa. Nio existem assintotas.

8¢ etapa. Temos na Figura 5.26 o esbogo do gréfico.

TY

1
I
1
1
1
i
I
I
1
1
1

1
1
1
1
1
i
1
1
1

13 1

>xY

Figura 5-26

x2 .
x—3

(i) fix) =

O dominio de f€é€ D(f) = R — {3}.

-
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Temos,
) _ 'x(x - 6)
J'W =0 3y
e
21 _ M
1w =

Fazendo f'(x) = 0, temos

x(x —6) 0
(x - 3)?

pen

!
eentfo; x=0ex= é-._.sﬁo pontos criticos.
s

Vemos que f’(x) > 0 quando x € {(— e, 0) U (6, + =)]. Assim, f € crescente
em (— oo, 0] U [6, + ). Fazendo f’(x) < 0, vemos que f ¢ decrescente em [0, 6].

Como f ”(0) < 0, temos que 0 & ponto de méximo relativo e como f ”’(6) > 0,
temos que 6 € ponto de minimo relativo.

Ainda f (0) = 0 € o mé4ximo relativo de fef(6) =12 é o minimo relativo
de f.

~+ Fazendo

_ 18 — 54

1@ =

0,

obtemos que f € cbncava para cima em (3, + o) e fazendo

o 18x — 54
f(x)_(x_3)4 <Os

obtemos que f € concava para baixo em (— e, 3).
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Determinando os limites

encontramos que x = 3 € assintota vertical. Nao existe assintota horizontal.

A Figura 5.27 mostra o esbogo do grifico de fix) = &

T x-3

AY

3 6 X

Figura 5-27
(i) flx) = (x + 1A,

O dominio de f(x) € D(f) = R. |
S (x) corta o eixo dos y no ponto y = 1 j4 que f (0) = >Corta o eixo dos x
em —1 ja que resolvendo (x + 1)1 = 0, obtemos x = —1.

Fazendo

£l = % x+1y?3 =0,
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concluimos que ndo existe x que satisfaca f '(x) = 0. Como f ’(-1) Z4 o itnico ponto
criticode f € x = 1.

Como f ’(x) € sempre positiva concluimos que a fung¢do é sempre crescente.
Niao existem méaximos nem minimos.

Como
” -2 5.3
f(x)=’9—(x+.l) ,

concluimos que para x < — 1, f”(x) > 0 e portanto f é concava para cima em (— oo , —1).
. Quando x > -1, f ”(x) < 0 e entdo f € cOncava para baixo em (-1, + o).

O ponto de abscissa x = ~1 € um ponto de inflexdo.
‘Nao existem assintotas.

A Figura 5.28 mostra o grifico de fix).

XV

Figura 5-28

5.11 EXERCICIOS

1. Em cada um dos seguintes casos, verificar se o Teorema do Valor Médio se aplica. Em caso
afirmativo, achar um niimero ¢ em (g, ¥), tal que
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fe) =1 =19).
b-a
Interpretar geometricamente.
@ f=1:a=2,p=3. by fo=L1:a=-1,b=3.
X x
) fy=x;a=0,b=4. d foy=x:a=-2,b=0.
e) fix)=cosx;a=0,b=n/2. D fx=tgx;a=n/4,b=3r/4. "
g) fxX)=tgx;a=0;b=n/M. B fxy=VN1-x2;a=-1,b=0.
; | _
D fy= Vx;a=-1,b=1. D o fo=kl;a=-1,b=1.
2. Afuncdofix) = X _16tal que f-1) = f{1) = 0. Por que ela ndo verifica o Teorema de Rolle
no intervalo [-1, 1]?
3. Sejafix)= —x*+8x%+9. Mostrar que f satisfaz as condi¢Ges do Teorema de Rolle no intervalo
[-3, 3] e determinar os valores de ¢ € (-3, 3) que satisfagam f'(c) = 0.
4. Usando o teorema do valor médio provar que:
a) lsenB-senal<if-al,V 8,ae R;
b) sen6<6,062>0.
5.  Determinar os pontos criticos das seguintes fungdes, se existirem.

a) y=3x+4 b) y=x*-3x+8
¢) y=2+2u%-x2 d y=(x-2)(x+4)
e) y=3—x3 D y=x3+2x2+5x+3‘

g y=x*+47 h) y=senx
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[) y=cosx | D y = Sen X —Cos X
b y=e-x D y=@-97
m y=_—_> n)  y=l2x-3]
-4
x, x<90
0) fx) =
, x20

Determinar os intervalos nos quais as fungSes seguintes sdo crescentes ou decrescentes.

a) fa=2x-1 by f()=3-5x

6) f)=32+6x+7 d)  fO)=x+2x%—4x+2

&) fW=GE-Dx-2)x+3) H  flo) = % +senx VU

g fn=2 Ry f=e* 4-

) fx)y=xe* \~ Do = x—’fil

K fO)=x+ i - D flx) = ¢ sen x, x € [0,2n).

Determinar os maximos e minimos das seguintes fungdes, nos intervalos indicados.

a) f=1-3x, [-2,2] b) f)=x*—4,[-1,3]
) fx)=4-3x+3x%, [0,3] d fx=x-x,[0,5]
e fy=_F _[-2,2] N f=1x-21,01,4]

1+ 2 :

g fix)=coshx, [2, 2] hy fx)=tghx, [-2,2]
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i) Ax)=cos3x, [0, 2n] D fo=cos?x, [0,2n]
kK fix)= sem®x—1, [0, =/2].
8.  Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento, os méximos € os minimos relativos
das seguintes fungoes.
a) fix)=2x+5 b) f)=32+6x+1
c) g(x)=4x3—8x2 d) h(x)=%x3+%x2—6x+5
t -1 1
e = fH =1+ =
) fD 1 hH 9 ;
1
= B h(x) = -
g g=xe ) D) = -
x+4, x<=2
N fe=12-6x| D gl =
' “ -2 , x> =2
3 -4, t>0 1+x, x<-1
k) k) = H  fx)=
4 +3, 1<0 1-x, x2-1
(10-@x-32 , xs-2 N
m) g(x)=45(x_—l) , —2<x<-1
VOl +(x - 22, x>-1
9.  Encontrar os pontos de méximo e minimo relativos das seguintes funges, se existirem.

a) Ffx)=T—6x+3 | b) g =4x—x*

¢) h(x)=%x3+3x2—7x+9 d) k() =

Ly 33,42 4x+38
4 3
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10.

11.

13.

14.

2, t<0 -
e) A= fH fo=62P -2
32, t20
g) f)=5+@x-2"° B f)=3+0x+ 3P
. 4x | x+1
= Y O hxy= - *T L
D s “+ 4 ! @ -2+ 2
b f)=x+2)?x-1)° D Ao =x*V16-x.
log x
Mostrar que y = —%— tem seu valor méximo em x = e (ndmero neperiano) para todos os

niimeros a > 1. x

Determinar os coeficientes a € b de forma que a fun¢io fix) = Craxt+b tenha um extremo
relativo no ponto (-2, 1).

Encontrar g, b, ¢ e d tal que a fungéo flx) = 2a)‘.3 +bx*—cx+d “tentha pontos criticos.em
x=0ex=1.Se a>0, qual deles € de maximo, qual é de minimo?

Demonstrar que a fung@o y =ax*+bx+c, xe R, tem mdximo se, e somente se, a <Q;e
minimo se, ¢ somente se, a > 0.

Determinar os pontos de inflex@o e reconhecer os intervalos onde as fungSes seguintes tem
concavidade voltada para cima ou para baixo.

/’

a) f(x)=—x3-+5x2—6x | b)  f=3x*-10-1242+ 10x+ 9
c) fx) = _1 d) fxy=2x e

x+ 4
e) f=x*& H fx=4+Vx+ —gxz—l
g f= 2+ 9 By flh=e“cost,te [0, 2n)

(t - 3)?
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2 -2, x<1 X2 -4, x<2
) fx) = D f= -
X , x21 4 - xl, x>2
15. Determinar as assfntotas horizontais e verticais do grifico das seguintes fungdes:
__ 4 _ -3
) fm=_", b f =
4 ’ -1
o) fy= —— d fix)=
2 —3x+2 x-3)x+4)
0 fx) = Hofw =
x+ 4 x -3
22 x
g fx) = b fx) =
Vx2 - 16 V2 +x - 12
D fay=e D fo=&-1
K} fx)=Ihx
16. Esbogar o grifico das seguintes funges: |

a) y=x*+4x+2 b) y=x-3)(x+2)
I S SR WO | P22
9 y=7 +_2 +2 d y=x 2x2 12x + 3
e) y=%x4+§x3—2x2 H y=x-32x+48
_ 2 _ %
g) y—x+x By "
o oy= 2+l poy=5E—
(x + 2)x - 3) 2 -2x-3
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k) yzm )] y =cosh x
my y=x" n y=e&F

0) y=In(2x+3) Cop y=In(F+1).

5.12 PROBLEMAS DE MAXIMIZACAO E MINIMIZACAO

A seguir apresentamos alguns problemas prdticos em diversas drcas, onde
aplicamos o que foi visto nas Se¢des 5.4 e 5.7 sobre méximos ¢ minimos. '

O primeiro passo para solucionar estes problemas é escrever precisamente
qual a fung¢do que deverd ser analisada. Esta fungdo poderi ser escrita em fungio de
uma ou mais varidveis. Quando a func@o € de mais de uma varidvel devemos procurar
expressar uma das varidveis em fungfo da outra.

Com a fungdo bem definida, devemos identificar um intervalo apropnado e
entdo proceder a rotina matemaética aplicando deﬁmg;oe;é teoremas.

5.12.1 Exemplos

(I) Na Biologia, encontramos a férmula ¢ =V - A, onde ¢ € o fluxo de ar na
traquéia, V € a velocidade do ar e A a drea do circulo formado ao seccionarmos a
traquéia (ver Figura 5.29).

Figura 5-29

Quando tossimos, o rajio diminui, afetando a velocidade do ar na traquéia.
Sendo r,, o raio normal da traquéia, a relag@o entre a velocidade V e o raio r da traquéia
durante a tosse é dada por V (r) = a - r* (ry — 1), onde a € uma constante positiva.
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(a) Calcular o raio r em que € maior a velocidade do ar.

(b) Calcular o valor de r com o qual teremos o maior fluxo possivel.

Solugao.

(a) O raio r da traquéia contraida ndo pode ser maior que o raio normal r,,,
nem menor que zero, ou seja, 0 < r< Ty

Neste item vamos encontrar o méximo absoluto da funcio V(r) em
O0<rsr,

Temos,

Vin = a r2(r0 —r);
V() = 2aryr-3art.

Fazendo V '(r) = 2a ry r — 3a r* = 0, obtemos os pontos criticos r, =

Temos V " (r) =2a ry— 6a r. Como V "(0) = 2a r, > 0, concluimos que r, = 0 é
um minimo relativo. Como V 7 (2/3 ro) € um valor negativo, concluimos que r = 2/3 Ty é
um valor maximo relativo.

Para r € [0, r], temos que o maximo absoluto € V(2/3r)) = 4a/ 27’3 .

Diante deste resultado afirmamos que a velocidade do ar na traquéia € maior
quando o raio r da mesma, € dois tergos do raio r, da traquéia ndo contraida.

(b) Podemos escrever a funcdo ¢ =V - A em funcdo do raio r da traquéia:

o(r) = ar* (r0 —r-nr

Queremos encontrar 0 méximo absoluto da fungéo ¢(r) em 0 < r <r,,
Temos, ¢'(r) =damry,r ~San r'.

| Fazendo ¢ (r) =4amryr’ —S5an r* = 0, obtemos r, = 0 e r, = 4/5 r, como
pontos criticos de ¢(r).




Aplicagées da derivada 297

Temos ¢”(r) = 12a wryr* — 20a 7t r.

Logo, "(0)=0e ¢" (/5 rp) =-64/25an rg . Concluimos que em 4/5 r,, temos

um ponto de maximo relativo.

O ponto r, = 0 € um ponto de minimo relativo, pois a fungdo ¢(r) decresce
em (— oo, 0] € cresce em {0, 4/5 rgl.

O méximo absoluto em [0, r,] serd ¢(4/5 r,) que € igual a 256/3125 an rg .

Portanto, o maior fluxo possivel ¢ obtido quando r = 4/5 r,,.

(2) Uma rede de 4gua potdvel ligard uma central de abastecimento situada a
margem de um rio de 500 metros de largura a um conjunto habitacional situado na outra
margem do rio, 2000 metros abaixo da central. O custo da obra através do rio € de
Cr$ 640,00 por metro, enquanto, em terra, custa Cr$ 312,00. Qual € a forma mais
econdmica de sc instalar a rede de 4gua potavel?

Solucdo. A Figura 5.30 esquematiza a fungfo que dard o custo da obra:

flx) = (2000 — x) - 312,00 + \x2 + 500 - 640,00.

(2000 - X) —+——X

CONJUNTO
HABITACIONAL
+ X

<« 500m

CENTRAL DE
ABASTECIMENTO

Figura 5-30

Nosso objetivo serd calcular o minimo absoluto dessa fun¢@o para O < x < 2000.
Temos,

640,00x
N2 + 5002

f’(x) =-312,00 +
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Resolvendo a equagéo

640,00x _ ,
Vx? + 500%

-312,00 +

obtemos que x = 279,17 m é um ponto critico.

Temos,

500 - 640,00
& + 500%)*?

[ =

Como 7 (279,17) > 0, temos que x = 279,17 é um ponto de minimo relativo.
Resta-nos saber se este minimo € absoluto no intervalo 0 < x < 2000.

Como o {nico ponto critico de f no intervalo aberto (0, 2000) € x = 279,17,
este ponto é minimo absoluto neste intervalo. Como f(0) > f(279,17) ¢
f2000) > £(279,17), concluimos que a obra poderd ser realizada com o menor custo
possivel se a canalizagdo de dgua alcang:ar o outro lado do rio 279,17 m abaixo da
central de abastecimento.

(3) Um galpio deve ser construido tendo uma 4rea retangular de 12100 m?.
A prefeitura exige que exista um espaco livre de 25 m na frente, 20 m atrds e 12 m em
cada lado. Encontre as dimensdes do lote que tenha a drea minima na qual possa ser
construido este galpdo.

Solugdo. A Figura 5.31 ajuda a definir a fungdo que vamos minimizar.

- Figura 5-31
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Sabemos que A = 12100 m? = x - y. : ' )
A funcao que definird a 4rea do lote ¢

S

C(x+ 124+ 12) (y + 25+ 20)
= (x+24) (y +45). @

De (1), obtemos que y = 12100 . Substituindo em (2), vem
x

SG) = (x + 24) [12}600 + 45 J

Esta & a fungdo que queremos minimizar.

~—— Temos,

45x% — 290400
.X2

S’x) =

45x" - x22 90400 _ 0, obtemos que x = 4430

um ponto critico. (x é uma medida e portanto consideramos s6 o valor positivo.)

Resolvendo a equacdo = é

Temos que § ”(X) = 3 ¢ portanto § 330 é um
x

580800 ,,[44@} 4430
—3 |>0.

ponto de minimo.

Fazendo x =

= 80,33 m, obtemos que

44 30
3

y = 12100 _ 12100

= ———=— = 150,62m,
X 44N30/3 .

e entﬁd, a drea minima € obtida quando as dimensoes do lote forem aproximadamente
(80,33 + 24) m % (150,62 + 45) m.
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(4) Uma caixa sem tampa, de base quadrada, deve ser construida de forma
que o seu volume seja 2500 m®. O material da base vai custar Cr$ 1200,00 por
m? e o material dos lados Cr$ 980,00 por m2. Encontre as dimensdes da caixa de modo

que o custo do material seja minimo.

Solugdo.

Observando a Figura 5.32, escrevemos a fun¢do que d4 o custo do material:

C = x*-1200,00 + 4xy - 980,00. ' ()
X 14"
X/: X
—_ W :
5 y
/- ________ - | y
} X 1

4x
Figura 5-32

Como V = x%y = 2500 cm?, temos que a dimensdo y pode ser escrita como
y = 2500/x2. 3 |

Substituindo esse resultado em (/), obtemos
C (x) = 1200,00 - x? + 9.800.000,00/x,
que é a fungo que queremos minimizar.

e .

o~ L
i . A
R S i |




e
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Temos,
., 2400,00x° — 9.800.000,00
C'(x) = S
22
Resolvendo a equagéo 2400,00%° - x29.800.000,00 = 0, encontramos
3/98 _ fe !
x=35 Ele 15,983 m, que é o ponto critico que nos interessa.

De fato, para x = 15,983 vamos ter um ponto de minimo, ja que C” (15,983) > 0.

Portanto, as dimensdes da caixa de modo a obter o menor custo possivel séo
x=15983mey=9,785 m.

5.13 EXERCICIOS

1. Um fio de comprimento ! é cortado em dois pedagos. Com um deles se fard um circulo ¢ com
o outro um quadrado.

a) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das duas 4reas compreendidas pelas
figuras seja minima? -

b) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das 4reas compreendidas seja méxima?

2. Determinar o ponto P situado sobre o grafico da hipérbole xy = 1, que estd mais préximo da
origem.

3. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 kg. Até agora ele gastou Cr$ 380.000,00
para criar os bois e continuarid gastando Cr$ 2,00 por dia para manter um boi. Os bois
aumentam de peso a uma razdo de 1,5 kg por dia. Seu prego de venda, hoje, € de Cr$ 18,00 o

quilo, mas o prego cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazendeiro aguardar para
maximizar seu lucro?

4. Achar dois mimeros positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja o maior possivel.
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10.

11.

12.

13.

Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado a, deseja-se construir uma caixa sem tampa,
cortando em seus cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte restante.
Determinar o lado dos quadrados que devem ser cortados de modo que o volume da caixa seja
o maior possivel.

Determinar as dimensdes de uma lata cilindrica, com tampa, com volume V, de forma que a
sua 4rea total seja minima.

Duas indiistrias A ¢ B necessitam de 4gua potdvel. A figura a seguir esquematiza a posi¢io das
inddstrias, bem como a posi¢io de um encanamento retilineo /, j4 existente. Em que ponto do
encanamento deve ser instalado um reservatério de modo que a metragem de cano a ser
utilizada seja minima? :

A
-
m h‘\

il ‘\‘\ BO_ /

S
PN Tl -7 N
3

«—Y rge” 3
RESERVATORIO
|« C=12Km——>»+

Qual € o retdngulo de perimetro méximo inscrito no cfrculo de raio 12 cm?

Tragar uma tangente 2 elipse 22 + y2 = 2 de modo que a 4rea do tridngulo que ela forma com
0s eixos coordenados positivos seja minima. Obter as coordenadas do ponto de tangénciae a
drea minima.

Mostrar que o volume do maior cilindro reto que pode ser inscrito num cone reto é '4/9 do
volume do cone.

Um cone reto € cortado por um plano paralelo & sua base. A que distancia da base deve ser
feito esse corte, para que o cone reto de base na sec¢fo determinada, e de vértice no centro da
base do cone dado, tenha volume maximo?

Determinar o ponto A da curvay = 2 +x que se encontra mais préximo de (7, 0). Mostrar
gue a reta que passa por (7, 0) e por A € normal a curva dada em A.

Uma folha de papel contém 375 cm? de matéria impressa, com margem superior de 3,5 cm,
margem inferior de 2 cm, margem lateral direita de 2 cm e margem lateral esquerda de 2,5 cm.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Determinar quais devem ser as dimensdes da folha para que haja o méximo de economia de

papel.

Uma janela tem a forma de um retidngulo encimado por um semi-circulo. Achar as ditnensdes
de modo que o perimetro seja 3,2 m e a drea a maior possivel.

Um canhéo, situado no solo, € posto sob um &ngulo de inclinagio o. Seja [ o alcance do
2
canhdo, dado por [/ = 2v sen o cos O, onde v e g sdo constantes. Para que &ngulo o

alcance € maximo?

Uma agéncia de turismo estd organizando um servigo de barcas, de uma ilha situada a 40 km
de uma costa quase reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura a seguir. Se
a barca tem uma velocidade de 18 km por hora, e os carros tem uma velocidade média de 50
km/h, onde deverd estar situada a estagdo das barcas a fim de tornar a viagem a mais rdpida
possivel? '

ILHA
o

R .
o “‘\‘_ ' Al
¥ Tl B
A4 : Tt '_D i1

ESTAGAC - CIDADE

< 100 Km >

Uma cerca de 1 m de altura estd situada a uma distéincia de 1 m da parede lateral de um galp3o.
Qual o comprimento da menor escada cujas extremidades se apoiam na parede e no chao do
lado de fora da cerca?

Seja s uma reta que passa pelo ponto (4, 3) formando um tridngulo com os eixos coordenados
positivos. Qual a equacgdo de s para que a 4rea desse tridngulo seja minima?

Uma pista de atletismo com comprimento total de 400 m, consiste de 2 semi-circulos e dois
segmentos retos, conforme figura a seguir. Determinar as dimensdes da pista, de tal forma que
a drea retangular, demarcada na figura, seja maxima. :
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20.

21.

22

23.

25.

a

« 2

Um cilindro circular reto estd inscrito num cone circular reto de altura H = 6 m ¢ raio da base
R = 3,5 m. Determinar a altura e o raio da base do cilindro de volume méiximo.

Uma fébrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o custo
de produgdo é dado por C = 2x> + 6x% + 18x + 60, e o valor obtido na venda é dado por
V = 60x - 12x2, determinar o nimero 6timo de unidades mensais que maximiza o lucro /
L=V -C.

Um cilindro reto € inscrito numa esfera de raio R. Determinar esse cilindro, de forma que seu
volume se¢ja maximo.

Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensdes g € b, com um lado comum
a. Se cada pasto deve medir 400 m? de 4rea, determinar as dimensdes a e b, de forma quc o
comprimento da cerca seja minimo.

Um fabricante, ao comprar caixas de embalagens, retangulares, exige que o comprimento de
cada caixa seja 2 m € o volume 3 m°. Para gastar a menor quantidade de material possivel na
fabricag@o das caixas, quais devem ser suas dimensdes?

Um retingulo ¢ inscrito num tridngulo retingulo de catetos medindo 9 cm ¢ 12 cm.
Encontrar as dimensdes do retingulo com maior 4rea, supondo que sua posi¢do € dada na
figura a seguir.

12

N
N

-+~
9 L
T
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5.14 REGRAS DE L'HOSPITAL

Nesta Segdo apresentaremos um método geral para levantar indetermina¢des
do tipo 0/0 ou eo/es. Esse método ¢ dado pelas regras de L’Hospital, cuja demonstragio
necessita da seguinte proposigfo.

5.14.1 Proposi¢io (Férmula de Cauchy). Sec fe g sdo duas fungBes continuas
em [a, b], derivdveis em (a, b) e se g’ (x) # 0 para todo x € (a, b), entdo existe
um ndmero z € (a, b) tal que

fb) - fla) _ £'()
gb) — 5@  £°@)

Prova. Provemos primeiro que g(b) — g(a) # O.l Como g € continua em [a, b] € derivdvel
em (a, b), pelo teorema do valor médio, existe ¢ e (a, b) tal que

) = gb) — gla) . )

g'(c b

) Como, por hipétese, g’'(x) # 0 para todo x € (a, b), temos g’(c) # 0 e assim,
pela igualdade (7), g(b) — g(a) # 0.

Consideremos a fungio

f(b) fla)

h(x) = fix) - fla) - [ b o

} [e(x) — g(a)].

A fungfo h satisfaz as hipéteses do teorema de Rolle em [a, b], pois:

(i) Como fe g sdo continuas em |[a, b], h € continua em [a, b];
(if) Como fe g sdo derivdveis em (a, b), & € derivdvel em (a, b);

(iit) h(@=h ()=
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Portanto, existe z € (a, b) tal que A’ (2) =

yeN g fib) — fa)|
Como h’(x) = f(x) — L’(b) g(a)} g '(x), temos

@ - [fO=fa] o
7 - [g(b) g@} 8@ =0.

2)
\

Mas g’(z) # 0. Logo, podemos escrever (2) na forma

f0) -fa) _ f@) .
gb) — gla) g’(2)

5.14.2 Proposicao (Regras de L’'Hospital). Sejam fe g fungdes derivdveis num

intervalo aberto /, exceto possivelmente, em um ponto a € /. Suponhamos que
g (x) #0 para todox#aem I.

() Se lim f)= lim gw =0 e Lm L% =L entio

x> a x> a - x>q 8’

im /% = m £® .

(i1} Se lim fix) = lim g(x) == e lim f_(x_

= L, entdo
X —>a X 2a x—sa § X

lim 2 = g & -
x> a &) x>a & (%)

Prova do item (/). Suponhamos que lim ﬂ(l) tome a forma indeterminada 0/0 e que
x > a 8X

lim [ = L. Queremos provar que lim o) _
x—>a & (%) x—>a &)
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Consideremos duas fungdes F e G tais que

fix), sex#a glx), sex#a
Fx) = e G =
0O, sex=a 0 , sex=\c\

Entao,

lim F&x) = lim fix) = 0 = F(a)

X = a X > a

Iim Gx) = Im gkx) =0 = G(a).

X = a X = a

Assim, as fungGes F e G s3o continuas no ponto a e portanto, em todo intervalo /.

Seja x € I, x # a. Como para todo x # a em [, f e g s8o derivaveis € g '(x) #0,

as funcdes F e Gesatisfazem as hipdteses da férmula de Cauchy no intervalo [x, a] ou
[a, x]. Segue que existe um ndmero z entre a e x tal que

vem

Fx) - F@ _ F’(2)
G(x) — Gla@ G’(@)

Como F(x) = f{x), G(x) = g(x), F(@) = G(@) = 0, F *(2) = '(2) ¢ G "(z) = g '(2),

fx) _ '@
g g7’

Como z estd entre a ¢ x, quando x — a temos que z —> a. Logo,

im S0 - om LDy L@

x> a g(x) - x> a g,(z)_z%a g,(z)
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Observamos que se

Iim fix) = lim gx) = 0ou lim Ax) = lim g(x) = e,

xX—a x—a xX—a X—>a

e lim f_(xl = oo, a regra de L.’Hospital continua valida, isto é
xoa 8'(X)

im £ = jim &) _ o
x—>a 8X) xoa & (X

~~

Ela também € véilida para os limites laterais e para os limites no infinito.

A seguir apresentaremos varios exemplos, ilustrando como muitos limites

que tomam formas indeterminadas podem ser resolvidos com o auxilio da regra

de L’Hospital.

5.14.3 Exemplos

(i) Determinar lim 2 .
x>0 e -1

Quando x — 0, o quociente toma a forma indeterminada 0/0. Aplican-

do a regra de L’Hospital, vem

lim = lim 2=2_-7.

2
x>0 e — 1 x>0 & €




Aplicagées da derivada 309

(i)) Determinar lim X+x-6
x—>2 x2 - 3x + 2

O limite toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital,
temos

lim *+x—-6 _ m X+l _2-2+1_

- = =5,
12 -3 +2 52 2Xx-3 2.2-3

(iii) Determinar lim ——2X*—-X* .
x>0 & +e* -2

Neste caso, temos uma indeterminag¢do do tipo 0/0. Aplicando a regra de
L’Hospital uma vez, temos

sen x — Xx
lim

. _ yjm SOs X —1
x50 &+ e* -2 x>0 € —€e*

Como o dltimo limite ainda toma a forma indeterminada 0/0, podemos aplicar
novamente a regra de I.’Hospital. Temos,

lim Cosx-1_ [ —senx _—-0_,
x>0 & —¢e* x50 e + e % 2
Logo, lim -XPX¥—=X _ o,

o0 & +e* -2

Dy . . & -1
(iv) Determinar lim .
xte X + 4x

<

Neste caso, temos uma indeterminacéo do tipo eefoc. Aplicando a regra de
L’Hospital sucessivas vezes, temos

. e — 1 . e*
Iim = Iim —
X +teo x3 + 4x X—>+oo 3x2 + 4
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o €
= im —
Xt OX
= lm £
x>+ O
= 4+ oo

(v) Determinar lim (3x +Q¥*.

X—>+eo

Neste caso, temos uma indeterminagio do tipo e, Vamos transform4-la numa

indeterminagdo do tipo ee/ee com 0 auxilio de logaritmos e em seguida aplicar a regra
de L’Hospital. .

X—>+eo

SejaL = lim (3x + 9)/*. Entdo, InL = In |
X —»+oo

lim (3x + 9)1/"}-

Aplicando a proposicao 3.5.2(g) e as propriedades de logaﬁtmos, vem

InL = lim In (3x + 9)V*

x>+

= im L In Gx+ 9)

X—3+eo

i I Gx+9)

X +oe X

Temos agora uma indeterminagdo do tipo e/ec. Aplicando a regra de L'Hos-
pital, obtemos

| L 3/3x + 9) Y _
In L = Iim %1 = xli,nl, 3 +.91>_

0.

X3 +tee
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Como In L =0, temos L = 1 e dessa forma

im (3x + 9)Y* = 1.
X—>+oo

(vi) Determinar lim x - sen 1/x.
X—>+eo

Neste caso temos uma indeterminagio do tipo e - 0. Reescrevendo o limite
dado na forma

lim x-sen 1/x = lim sen 1/x

x-}ﬁ—oo x—)+m l/x

\-\\ - ‘..‘ | . - /
temos uma indeterminac@o do tipo 0/0. o

Aplicando a regra de L’Hospital, vem

lim x sen 1/x = lim S€ 1/x
X—3tee X—+oo 1/x
1 co.s;l
. x2 x
= Iim =~— "~
X > tee __1
)
= lim cos1/x
X340
= cos O
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(vii) Determinar lim 1 — 1 .
x>0 x2 + x cos x — 1

Neste caso, temos uma indeterminag&o do tipo o — o0, Reescrevendo o limite
dado, temos

lim 1 1 ) lim cosx —1-x*-x
x>0 | X +x cosx-—1 x50 (2 + x)(cos x — 1)

Temos entdo uma indeterminagado do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital,
vem

S

Hm 1 1 - lim cos x ~ 1 -x* —x_
xs0 (¥ +x cosx -1 fﬁo 2 + x) (cos x — 1)

- L —senx — 2x — 1
= lim
x>0 (x2+x)-(—scnx)+(cosx—1) (2x+ 1)

. [

-1
0

(viii) Determinar lim (2x% + x)
x—)»O+ ‘

Neste caso, temos uma indeterminagdo do tipo 0°. Com o auxilio de logarit-
mos, vamos transformaé-la numa indeterminac¢ao da forma eofeo,

Seja L = liAm+ (222 + x)”* . Entdo,

x—0

x—0"

InL = m{nm(ztl+x)‘“}

~o
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lim [m (22 + x)"}

x—0

= lim x - In 22 + x)

x—0
x>0t 1/x

Temos agofa uma indeterminagdo do tipo oofee. Aplicando a regra de
L’Hospital, vem

4x + 1

i~ T 2x% + x
x—-)0+ ___1_
)

_ . 40 + x?
- xl_],né*[_sz-i-x}'

Aplicando novamente a regra de L’Hospital, obtemos

wI - Iim [_w]
x_)o‘*' 4x+1
N 0
- 1
= 0.

Como In L =0, temos L = 1. Logo,

lim, 22+ 0 =1.

x—0
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X—>+oo

X
(ix) Calcular lim [1 + i] .
2x

Neste caso, temos uma indeterminacio do tipo 17. Usando logaritmos, vamos
transformé-la numa indeterminag¢do da forma 0/0.

X
Sejall = lim (1 + i) . Entéo,
2x

X+

Temos agora uma indeterminacfo do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital,
obtemos '

X—>+oe "1/12

X+ 1 ¢ =
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1/2
= 172.

Portanto, In L =
[1

5.15 EXERCICIOS

e

lim
X—+oo

e dessa forma L= e2. Logo,

Determinar os seguintes limites com auxilio das regras de 1."Hospital.

X2 —4x + 4

1. . lim —F——— 2.

x—?2 X2 —x-2

2+ 6x

3. lim ' | 4.

x50 X+ T + 5x

6 —2x+32-x

5. lim 6.

v51 X308 —x+ 3

7 Hm Lﬁx_t_’] 8.
X—> +oa .x3 + 7x - 1 '

9. lim 7 - 6 10.
X te 4x% = 2x + 4

11. lim é 12.
X —>+ oo Xz

. 2 -1
im ——-7—7—
x—-1 2+ 4x + 3
22 +x— 1

lim

lim x+1

ool 2+ 20 +32%2 +2x - 1

i 37 5%

x—)—ooz—zxs

lim 5-x+ %

X—+eoo 2—x—2x2
x99

im %

X—>too ex
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13.  lim —%— 14, Iim (% - 1)
x50 € — cos x X — + oo
: " X T
15, lm ——2 16. lim —2 '
ron2 & — n/2) x>t 28 -1 8
. 1 1 8 x 7
17. lim - 4.7 18. lim (In )"
x—2 [2):—4 x—2] o X3 +oo +1
19. lim |[— _ % -~ 20. lLim tghx
w2 (COtg X 2cos x| > tom
21, lim X 2. lm 2Z
x>0 S€n X Xt X
2
23, lim sec. xX—-21tgx 24 " tim coshx — 1
x4 1+ cos dx s—0 1 —cosx
25. lim (1 — cos x) cotg x 26, lim [In xIn (x — 1)]
x—0 x—1
_ 3
1 1 4+ Inx
27. lim - 3 28. lim x
xo1] 20 = x) 3(1 - G) x—0"
1
. . 1 —x
29, lim x%"* 30. lm «x
x0" x—1
T X
cos ==
31. lim (1 - x) 32. lim x sen m/x
=1 X+
3
P senh x
33. lim (2 +2) 34. lim
X—+oo X —>+o0

R
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2
35. lim (x - D¥* 36. lim (cos 2x)**
X —>+oo x>0
1 5
) In (sen ax) _ —
37.  lim_Tin (sen x) 38. lim | x-3 x2_x_¢6
x—0 x—3
2
S 1 2+nx
39. lim ,tex \ 40. lim x
x=0" x—>0"
xIn x
41. Iim (1 -tg x) sec 2x 42, lim x+Inx
x> n/4 X —>+eo

43. lim (&5 + x) /*.

x—0

5.16 FORMULA DE TAYLOR

A Férmula de Taylor consiste num método de apraximacdo de uma fungao por
um polindmio, com um erro possivel de ser estimado.

5.16.1 Definicdo. Sejaf:I — R uma fungdo que admite derivadas até ordem n num
ponto ¢ do intervalo I. O polinémio de Taylor de ordem n de fnq ponto ¢, que
denotamos por P, (x), ¢ dado por

o LIRS
Pn(x)=f(c)+f’(c)(x—c)+f— -+ +f—n@(x—c)”.

Observamos que no ponto x = ¢, P, (¢) = flc).

'5.16.2 Exemplo. Determinar o polindmio de Taylor de ordem 4 da fungfo f (x) = &*
- no ponto ¢ = 0.
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Temos, fix) = f'(x) = ...= f™M (x) = e* ¢ assim,

RO =70 =.=fM0)=e=1.

Portanto,

P) = 1+ 1(x=-0)+ 5 (x—0)2+%(x—0)3+ (x - 0
= 1+x+ o T g + %,

éo pblinﬁfrﬁo de Taylor de grau 4 da funcdo f{x) = ¢* no ponto ¢ =0,

Dado o polinémio de Taylor de grau n de uma fungdo f{x), denotamos por
R, (x) a diferenga entre f(x) ¢ P, (x), isto &, R, (x) = fix) - P, (x) (ver Figura 5.33).

hY

OFcrmmce e e )

Figura 5-33

Temos entdo, fix) = P (x) + R, (x), ou mais explicitamente,

fx)=fe)+f(e) (x—

c) +«L (x — )’ +...

(n)

()
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Para os valores de x nos quais R, (x) € “pequeno”, o polinémio P, (x) d4 uma
boa aproximacdo de f(x). Por isso, R 200 chama se resto. O problema, agora consiste
em determinar uma férmula para R (x) de tal modo que ele possa ser avalia”_r Temos
a seguinte proposicio.

5.16.3 Proposi¢ao (Férmula de Taylor). Sejaf: [a, b] - R uma fungio defini-
da num intervalo [a, b]. Suponhamos que as derivadas £, f”, ..., f" existam e
sejam contfnuas em [a, b] e que f ® * 1 exista em (a, b). Seja ¢ um ponto
qualquer fixado em [a, b]. Entdo, para cada x € [a, b], x # ¢, existe um ponto
z entre c¢ ¢ x tal que

() n+1)
) = )+ @ =)+ =D eyl =Dt @)

Quando ¢ =0, a Férmula de Taylor fica

_ , ) o0 @ L
f(x)—f(O)+f(O)x+...+Tx”+ 7+ 1! x"

e recebe 0 nome de Férmula de Mac-Laurin.

Prova. Faremos a demonstrac¢io supondo x > ¢. Para x < ¢, o procedimento é anélogo.

Sejam P, (¢) o polindmio de Taylor de grau n de f no ponto c ¢ R, (¢) o resto
correspondente. Entdo, f{t) = P (1) + R, (1), para qualquer t € [a, b].

Portanto, no ponto x, temos
) =flo)+f’(c)(x-c) +% (x—c)*+ ... +'L'Z‘(é—) (x—c)"+R (x) .

Para provar (2), devemos mostrar que

f(n+i)( )
R (x) = (x — ¢)"*!, onde z é um nimero entre ¢ e x.

(n + 1!
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Para isso, vamos considerar a seguinte fun¢do auxiliar:

g:lc,x] > R
e =fO) - - OK-1 - f—szl x - 0% — ...

(x _ t)n+1 .
(x _ c)n+1

()
- f—nT(’—) (x — " — R (x) -

Pelas propriedades das fungGes continuas, segue que g € continua em [c, x].
Pelas propriedades das fungdes derivdveis, segue que g € derivdvel em (c, x). Além
disso, podemos verificar que g(c) = g(x) =0

Logo, g satisfaz as hip6teses do Teorema de Rolle em [c, x] e portanto existe
um ponto z, entre c e x, tal que g'(z) =

Derivando a fungio g com o auxflio das regras de derivagdo e simplificando,
obtemos

oY@

Ro @) = G )

(x _ C)(n+1) ,

e, conseqiientemente, a férmula (2) fica provada.

Observando as férmulas (1) e (2), vemos que na Férmula de Taylor apresen-
tada, o resto R, (x) € dado por

Essa forma para o resto é chamada Forma de Lagrange do Resto ¢ a férmula
(2) é dita Férmula de Taylor com Resto de Lagrange. Existem outras formas para o
resto, como a forma da integral, que ndo abordaremos aqui.

5.16.4 Exemplos

| (/) Determinar os polindmios de Taylor de grau 2 e de grau 4 da fungéo
f (x) = cos x, no ponto ¢ = 0. Esbogar o grifico de f e dos polindmios encontrados.
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Usando o polinémio P,(x) para determinar um valor aproximado para cos % ' 0 que se
pode afirmar sobre o erro cometido?

Solugao. Para determinar os polindmios pedidos, necessitamos do valor de f e de suas
derivadas até ordem 4, no ponto ¢ = 0.

Temos,

fx) = cosx, A0) =  cosO= 1
f’x) = —-senx, f(0) = —sen0= 0
S7&x) = —cosx, f7’0) = —-cos0= -1
f7’tx) = senx, f”’(O) = sen0= 0
%) = cosx, f¥0) = cosO= L

O polinbmio de Taylor de grau 2, no ponto c, é dado por
PO = 0 + O = 0 + 10 o
- Como no nosso caso ¢ = 0, vemn

P,x) = f0) + f(0)x+f ”(0) x
= 1+0-x+——2!1—)x2

X

2

= 1-

O polin6émio de Taylor de grau 4, no ponto c, é dado por

P® = f0)+F @@ + 9 ”(0) 247 ’”(0) i ';('x) .
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_ D 0 1 4
= 1+0'X+T12+3—!XB+ZTX

A Figura 5.34 mostra o grifico de f(x), P,(x) e P ,(x). Comparando esses
graficos, podemos observar que o grafico de P,(x) estd mais préximo do grafico de
fix). Se aumentarmos #n, o grifico de P, (x) se aproxima cada vez mais do gréfico de

fix).

Figura 5-34

Usando o polindmio P ,(x) para determinar um valor aproximado de cos g,
pela F6rmula de Taylor, temos

cos T = P, (6) + R, (1/6)

2 4 5
_ L{n} 1z} (9@ (=
= 1“5[6J+4:[6}+ 51 (6]’

onde z é um nimero entre 0 e /6.
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Como f™(x) = —sen x e | — sen x | £ 1 para qualquer valor de x, podemos

afirmar que o resto R 4 ( g ) satisfaz

5 5
t—sen z! (& 1 (=w
]R4(1T./6)|—5!(6] < 5'[6)

0,000327 .

1K

Logo, quando calculamos o valor de cos z pelo polindémio P ,(x), temos

6
T 3 (n/ 6)2 (/ 6)4
cos 6 = 1 21 + 24
= (,86606

e podemos afirmar que o erro cometido, em médulo, € menor ou igual a 0,000327.

(iif) Determinar o polindmio de Taylor de grau 6 da fun¢@o f (x) = sen 2x no

T A . )
ponto ¢ = rE Usar este polindmio para determinar um valor aproximado para sen

Fazer uma estimativa para o €r17o0.

g .

Solug¢do. Devemos calcular o valor da fung@o e suas derivadas até ordem 6, no ponto

="
Temos,
fix) = senx . fld) = senm2 = 1
f/xy = 2cos2x , f'(m4) = 2cosm2 = 0
frx) = —4sen2x , frady = -4

f"x) = -8cos2x , [f(@4) = 0
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fPx = 16sen2x , f¥wM4) = 16
f'x) = 32cos2x , [f¥(w/4) = 0
f®) = —-64sen2x, fn4d) = - 64.

O polinémio de Taylor de grau 6, no ponto ¢ = 1/4, é dado por

P(x)

2
T f(r/4)) (w/4)
f[z}ir[x-ﬂ“i—m—[“ﬂ + o

£00 (rn/4) Y
Lt

2 4 6
_ -4 = 16( = =6 =
= 1+G+——2! [x 4]+0+4!(x 4J+O+ 6! (x 4]

|
[u—y
|
N,
TN
"

I
A
e
+
2N
—~
=
|
NG|
\_..-(p
[
Y
N
|

BN |
\_/0\

Usando o polinémio P (x) para determinar sen % , Obtemos pela Férmula de

Taylor,

sen ; = sen (2 - W/6) = f(R/6) = P, (R/6) + R (n/6)

[ 2(n_aY 2(x_z}_25(z_z) @) (x_x)
2116 4 4116 4 6!6 4 7' |6 4)°

(vii) 7
= 086602526 +1 @ [x _® )
_ T 6 4

l
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“Como f¥)(x) = — 128 cos 2x ¢ | cos 2x [ < 1 para todo x, o resto R (gj

satisfaz

IR (n/6) | < = 2,1407 x 10°95.

7
128 | _ T
71 (6 4

Logo, usando o polindmio P (x) obtemos sen g = 0,86602526¢ o erro come-

tido, em médulo, serd inferior a 2,1407 x 1075,

Usando a Férmula de Taylor, pode-se demonstrar a seguinte proposi¢ao que
nos d4 mais um critério para determinagdo de maximos e minimos de uma fungao.

5.16.5 Proposicao. Seja f: (a, b)) & R uma fungdo derivdvel n vezes ¢ cujas
derivadas, f', f”, ..., [ (7} s30 continuas em (a, b). Seja ¢ € (a, b) um ponto
criticode f tal que f* (¢) =...=f® " D (c)=0 e f™ (c) # 0. Ento,

(i) senéparef™ (c) <0, ftem um méximo relativo em c;
(if) senéparef ) (¢) = 0, f tem um minimo relativo em c;
(iii) se n é impar, ¢ € um ponto de inflexdo.

5.16.6 Exemplos
(i) Determinar os extremos da fungao fix) = (x — 2)8.

Temos f’(x) = 6 (x — 2)°. Fazendo f’(x) = 0, obtemos x = 2, que é o {inico
ponto critico de f.

Calculando as derivadas seguintes no ponto x = 2, temos
7 = 30x-2*, 7@ = 0

7 @) 120x-2)%, @ = 0
P x) = 360x-2)2%, f¥@2 = 0

Il
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f ®) x = 720x-2) , f(V) 2) = 0
@ = 720 ., fOP@2) = 720%0.

Logo, x =2 ¢ um ponto de minimo relativo.

(i) Pesquisar méximos e minimos da fungdo f(x) = x° — x°.

Fazendo f’(x) = Sx* — 3x> = 0, obtemos os pontos criticos que sdo
x1=0,x2=\13/5 e x; = —\3/5.

Calculando o valor das derivadas seguintes no ponto x, = 0, temos

fPx = 202-6x , f'@ = 0
f(x) = 60x2-6 , [0y = —6#0.

Como f"’(0) # 0, concluimos que 0 é um ponto de inflex&o.

No ponto x, = N3/5, temos

F(x) = 203 - 6x , FP(N3/5) = 20(3/5%?% - 6V3/5
= \3/5 (20-%—6)

= 6V3/5 > 0.

Logo, concluimos que x; = V3/5 é um ponto de mfnimo relativo.

No ponto x; = ~3/5, temos
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372
F70) = 2082 — 6x , f7(-\3/5) = - 20 (g) _6(=V3/5)
- —643/5 < 0.

Logo, o ponto x, = —V3/5 € um ponto de méximo relativo.

5.17 EXERCICIOS

1.  Determinar o polindmio de Taylor de ordem 7, no ponto ¢ dado, das seguintes fun¢des:

a) f=e" c=0e1l;n=5 ) fx)=e*;c=-1e2; n=4
¢) f=In(l-x); c=0¢e 1/2; n=4 d) fixy=senx; c=n/2;, n=8
e) flix)=cos2x; c=0¢e w/2; n=6 ) f(x)=1+x :c=0e l;n=4.

2.  Encontrar o polinémio de Taylor de grau n no ponto ¢ e escrever a fungio que define o resto
na forma de Lagrange, das seguintes funcoes:

a) y=coshx;n=4;c=0 b) y=tgx;n=3;c=xm

C) y:‘\[x—;n:B;C:I . d) y:e_xz;n=4;c=0.

3.  Usando o resultado encontrado no exercicio 1, item (¢), com ¢ = 0, determinar um valor
aproximado para In 0,5. Fazer uma estimativa para o erro.

4.  Determinar o polindmio de Taylor de grau 6 da fungfio fix) = 1 + cos x no ponto ¢ = . Usar
este polindmio para determinar um valor aproximado para cos (5n/6). Fazer uma estimativa
para o erro.

5. Demonstrar que a diferenga entre sen (@ + h) e sena + hcos @ € menor ou igual a ; 2.
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\
6. Um fio delgado, pela agdo da gravidade, assume a forma da catendria y E= a cosh ﬁ.

Demonstrar que para valores pequenos de ! x |, a forma que o fio toma pode ser representada,

aproximadamente, pela pardbola y = a + CY

7. Pesquisar méximos e minimos das seguintes funcoes:
a) fix)=2x-4 B) fix)=4-5x+6x>

o) f)=@-4P0 d)  fixy=4(x+2)

e)  fx)=x8- 2 N f(x)=x5—-13—25x3.




