% CAPITULO 6

MAKRON
Books

INTRODUCAO A INTEGRACAO

Neste capitulo introduziremos a integral. Em primeiro lugar, trataremos da
integragdo indefinida, que consiste no processo inverso da derivagdo. Em seguida,
veremos a integral definida, que € a integral propriamente dita, e sua relagdo com o
problema de determinar a 4rea de uma figura plana. Por fim, apresentaremos o Teorema
Fundamental do Célculo, que é a peca chave de todo Cilculo Diferencial e Integral,
pois estabelece a ligacdo entre as operacdes de derivagdo e integracdo.

6.1 INTEGRAL INDEFINIDA

6. 1 1 Defini¢do. Uma fungio F(x) € chamada uma primitiva da fun¢do f(x) em um
mtervalo I (ou simplesmente uma primitiva de f{x)), se para todo x € I, temos

Observamos que, de acordo com nossa defini¢do, as primitivas de uma fungéo
fix) estdo sempre definidas sobre algum intervalo. Quando nio explicitamos o intervalo
e nos referimos a duas primitivas da mesma funcéo f, entendemos que essas funcdes
s30 primitivas de f no mesmo intervalo /.

329



330 Cdlculo A — Fungbes, Limite, Deriva¢do, Integracgdo

6.1.2 Exemplos i

(i) Fx) = EY € uma primitiva da funcio f{x) = x2, pois

Fro =173 32 = 2 = flo).
(i) As fungdes G(x) = x>/3 + 4, H(x) = 1/3 (x> + 3) também sdo primitivas
da fungdo fix) = x2, pois G '(x) = H’ (x) = f(x).

(iitf) A funcdo F(x) = 1/2 sen 2x + ¢, onde ¢ é uma'constantc, ¢ primitiva da
fungdo flx) = cos 2x.

(iv) A funcio F(x) = 1/2x* & uma primitiva da fung¢do fix) = —1/x° em

qualquer intervalo que nfo contém a origem, pois para todo x # 0, temos F ’(x) = fix).

Os exemplos anteriores nos mostram que uma mesma fungdo f{x) admite mais
que uma primitiva. Temos as seguintes proposigoes.

6.1.3 Proposicdo. Seja F(x) uma primitiva da fungio f(x). Ent.ﬁo, se ¢ € uma cons-
tante qualquer, a fungdo G(x) = F(x) + ¢ também € primitiva de f{x).

Prova. Como F(x) ¢ primitiva de f(x), temos que F '(x) = f{x). Assim,
G’'(x)=Fx) +c) =F '(x) + 0=f(n),

0 que prova que G(x) é uma primitiva de f(x).

6.1.4 Proposi¢do. Sef’(x) se anula em todos os pontos de um intervalo /, entfio fé
constante em /.

Prova. Sejam x, y € I, x < y. Como f é derivdvel em I, f € continua em [x, y] e derivdvel
em (x, y). Pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (x, y), tal que

fe =T =8
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Como f’(z) = 0, vem que f{y) —fix) = 0 ou f{ y) = flx). Sendo x ¢ y dois pontos
quaisquer de /, concluimos que f € constante em /.

6.1.5 Proposi¢do. SeF(x)e G(x) s30 fung¢Ges primitivas de f(x) no intervalo /, entdo
existe uma constante ¢ tal que G(x) — F(x) = ¢, paratodox € I.

Prova. Seja H(x) = G(x) — F(x). Como F e G sdo primitivas de f{x) no intervalo /, temos
F’(x) =G’ (x) = fix), para todo x € I. Assim,
H'x)=G'(x)-F’'(x) = fix) — fix) = 0, para todo x € 1.

Pela proposigdo 6.1.4, existe uma constante c, tal que H (x) = c, para todo
x € 1. Logo, para todo x € I, temos

Gx) - F(x)=c.

Da proposigdo 6.1.5, concluimos que se F(x) é uma particular primitiva de f
entdo toda primitiva de f € da forma

Gx) = Fx) + c,

onde ¢ é uma constante. Assim o problema de determinar as primitivas de f, se resume
" em achar uma primitiva particular.

6.1.6 Exemplo. Sabemos que (sen x)’ = cos x. Assim, F(x) = sen x ¢ uma primitiva
da fungdo fix) = cos x ¢ toda primitiva de f{x) = cos x € da forma

G(x) =senx + c,

para alguma constante c.

6.1.7 Definicdo. Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressdo F (x) + ¢ é chamada
integral indefinida da fungio f(x) e € denotada por |

[ fodx=F + .
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De acordo com esta notagdo o sfmbolo _[ € chamado sinal de integracado, fx)

fungdo integrando e f(x) dx integrando. O processo que permite achar a integral inde-
finida de uma fung@o € chamado integragdo. O simbolo dx que aparece no integrando
serve para identificar a varidvel de integracio.

Da defini¢@o da integral indefinida, decorre que:
0 [foa=Fm+coF ®=fm.

(i) J- f (x) dx representa uma famflia de fungdes (a familia de todas as
primitivas da fungao integrando).

Propriedades da Integral Indefinida

6.1.8 Proposicdao. Sejamf, g: 1 - R ¢ K uma constante. Entdo:

@ [Kfe)ax =K [f () ax.

@) [ f@+rgedr=[fmdi+[gmar
Prova.

(i) Seja F (x) uma primitiva de f (x). Entdo K F (x) é uma primitiva
de K fix), pois (K F(x))’ = K F’(x) = K f{ix). Desta forma, temos

[Kfwdr = KF®W+c=KF®+Ke,

= K[FQ)+c,] = K_[f(x) dx.

(if) Sejam F(x) e G(x) fungBes primitivas de f{x) e g(x), respectivamente.
Entdo, F (x) + G (x) € uma primitiva da fungdo (f (x) + g (x)), pois [F(x) + G(x)]’
=F’'(x)+ G’ (x) = fix) + gx).
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Portanto,

[F&X)+GX)]+c

[t +g @) dx

Il

[F)+G@)l+¢;+c, ,onde c=c,+c,

= [F(x) + ¢;] + [G(x) + c,]

= [f@dr+[swax

O processo de integragfo exige muita intui¢do, pois conhecendo apenas a
derivada de uma dada fung¢io nés queremos descobrir a fungdo. Podemos obter uma
tabela de integrais, chamadas imediatas, a partir das derivadas das fungdes elementares.

6.1.9 Exemplos o
(i) Sabemos que (sen x)” = cos x. Entdo J' cos xdx =sen x + c.

(ii) Como (—f:qs, 6y = sen 0, entdo J sen 6 d0 = —-cos O + c.

Il

iif) | e dx=e*+c, pois (¢ = €

Gv) [ 23 ax= —2— 573 4 ¢, pois (3/5 2P = 2B,

0 [ % =23 + e, pois @V = IAE .

A

).
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6.1.10 Tabela de Integrais Imediatas

o A [a=yi+c

(2-)7 d. % = In | +c

(3? : u® du = ;a: 1] + ¢ (o é constante # —1)
(5:) d' Hdu=e+e g, B - } f
(5)\‘ d. senudu=—CoSuU+c .

) cosudu=senu+c

® | sectudu=tgu+c
T T T o ]
oy | cocec? o | T - (JC% x + C
3 (9) cosec™ U du = — cotg u+c :,);j :
— o -/.)(J‘_r‘ X

10y [seou- tgudy = seou+ |
" \/V—J K,BLEJL . ,LC(\) X d( - Nt l X v (

5 ,}_u;\.(_&: S
. C_f/-)g X
({1I) |cosecu-cotgudu=-cosecu+c

(12) L=arc sen u + ¢

TN — A

du
Y1+ u

U3 =arctg u+c

2

I 3

- ———————i -

e -t
I



Introducdo a integracdo

335

| .du
7E)) J%=mscCu+c
uVu? - 1
¥(5 | senhudu=coshu+c

(16) cosh # du = senh u + ¢

U7 | sect® udu=1tghu+c

(18) cosech? u du = — cotghu + ¢

(19) | sechu-tghudu=—sechu + ¢

4{(20) cosech u - cotgh u du = — cosech u + ¢

I du

N1+ P

@1

= arg senh u + ¢

= arg cosh u + ¢

. du
@ | i

arg tgh u + c
23) du _

1 —u

du
@9 'I. uv1 - 2

4

du
B

1n|u+\lu2+1l+c

1n‘u+\}u2—1l+c

se ful < 1

arg cotgh u + c,. se lul > 1

= —arg sech lut + ¢

= —arg cosech lul + c.
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Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, podemos
calcular a integral indefinida de algumas fung¢des.

6.1.11 Exemplos. Calcular as integrais indefinidas. -

@ [er+s+Var. ¥ oo

Usando as propriedades da integfal inde’iﬁnida;e a tabela de integrais, temos

j(3;2’+5+«b7)dx - 3[Rax+5[ax+ 57 a

/2

X3
= 3 3 +5x+3/2+c

= x3+5x+2x3/2+c.

3
(ii) J (3 sec x - tg x + cosec? x) dx.
Temos,
I(3 sec x - tg x + cosec’ x)dx = 3_[ sec x tg xdx + J' cosec? x dx

= 3secx-—cotgx+c.

Neste caso, temos

J' SCC2 ‘x ) sen x

1 |
dx:_[' dx:.["tg"x-secxdx:secx-kc.
cosec x COS X COS X
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(iv) _[ (V& + 1/3x) dx .

Temos,

[ + 1739 ax

| VW dx + | 1/3x ax

1  dx
_ 3 1 [ax
= jx” dx + 3 _[ .

o3 | ;_
= % + 5 In x| + ¢ I3
=%x5/3+%lnlxl+c.:‘

7
1‘,/
4 ~1/2 '
X+ 3x + 4
w [ i dx .
0y
Temos, 3

- J[f*’ 3 +Tjdx
WAx :\/; Vx

2 4

.(xlil[é.‘+_3x—5/6 + 4x—1/3) dx

4
14/3

[ X118 gy 4 3 Jx‘slﬁdx + 4 jx—w dx

14/3 x

16 "

1/6 x2/3

3. 4

Y

3
— x%3 4 18x176 4+ 6x23 + (.

14
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(vi) J (2 cosx + \}%—) dx .

Temos,
—j[2c03x+—1\[;)dx = JZcosxdx+J%
= 2Jcosxdx+jx‘”2dx

1/2

= ZSenx+x—+c
B 172

= Zsenx+2\/;+c.

j[zex—senx+3]dx - J’zexdx—j%dwrj%‘fi

- 2je"dx—'j se.c.x-.tgxdx +2 [ x7ax

x-6

= Zex—secx+2-j6“+c

1
= 2 — _—— +oc.
SE€C X 5 C
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6.2 EXERCICIOS

Nos exercicios de 1 a 10, calcular a integral e, em seguida, derivar as respostas para conferir
os resultados.

J% = o 2 J( \/_}
3. [@+ b 430 dx a. j(%x+‘rJ
5 _[(2x2—3)2dx 6 '[se:;x
7 J[@‘%)d)’ 8 3;?3
9. JxWde 10. J‘x5.+.ch:2—1dx

Nos exercicios de 11 a 30, calcular as integrais indefinidas.

A [

B MAIN G e
N TR
1. j[;’whi)m }ﬁ./jcose-tgﬁdﬁ Soodny xC
/) Je-ena o [eiis s e 3 a
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J.x—1/3 _ 5
X

21 dx

(23 J sec? x (cos3 x+1)dx

@2 -1
2+ 1

25. dx

3

4
27. _[(a‘- 16r+t3

) dt

29/ J. tg? x cosec? x dx

dt
31.
J -1

kI

» onde n € z.

22, j (2 — V2 & + cosh 9 dt

u |

26. J %/80—2)6(“—%) dr

dx
2

5 5 4% 0, constante.
(ax)” + a

3

In x
x In X

dx

30 J' (x — D*(x + 1)? dx

32. Encontrar uma primitiva F, da fungéo f{x) = 2P+, que satisfaga F(1) = 1.

33. Determinar a fungéo f{x) tal que

Jﬂx)dx:xz+10052x+c.

2

34. Encontrar uma primitiva da funggo flx) = 1

K

+ 1 que se anule no ponto x =2.

35. Sabendo que a fungdo f{(x) satisfaz a igualdade

Jﬂx) dx =sen x — X COS X —%xz + ¢ , determinar f (7/4).

36. Encontrar uma fungio f tal que f'(x) +senx =0 e f{0) = 2.

"
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6.3 METODO DA SUBSTITUICAO OU i
MUDANCA DE VARIAVEL PARA INTEGRACAO

Algumas vezes, € possivel determinar a integral de uma dada fungdo, aplican-
do uma das férmulas bésicas depois de ser feita uma mudanga de varidvel. Este processo
¢ andlogo a regra da cadeia para derivagdo ¢ pode ser justiﬁcadb como segue.

Sejam f(x) e F(x) duas fungdes tais que F ’(x) = f{x). Suponhamos que g seja
outra fungdo derivdvel tal que a imagem de g esteja contida no dominio de F. Podemos
considerar a fung@o composta F ; g.

Pela regra da cadeia, temos

[F(g())] =F’(g(x)) - £’ (x) =flg(x)) - g (x), isto €, F(g(x)) € uma primitiva
de flig(x)) - g ' ().

Temos, entao

Jrew g’ @ar=FE@) +c. | )

Fazendo u = g(x), du = g '(x) dx e substituindo em (1), vem

[re & @ar=[rewde=Fw+c.

Na prética, devemos entdo definir uma fungdo u = g(x) conveniente, de tal
forma que a integral obtida scja mais simples.

6.3.1 Exemplos. Calcular as integrais:

‘\f #E

. 2x N/
0] dx . N,
1+ X2 /}x) /-

Fazemos u =1 + x%. -Entdio, du = 2x dx. Temos,

2x du T v o
dx = ' — S ATIVIE = A
j 1+ £ u VTS
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Iniul+c
= Wm+D+c.

Tl Lt .

(i) I sen? x cos x dx.

e -

Se fizermos u = sen x, entdo du = cos x dx. Assim,

J.sen2xcosxdx J.u2 du

w8,

sén~ x

(iii) _[ sen (x + 7) dx.

Fazendo u = x + 7, temos du = dx. Entao, -

j sen(x + 7) dx = J' sen;_t?l_u

g

= —COSu+c

M e s

—cos(x+7)+c.

(iv) J. tg x dx.

sén x
COosS Xx

Podemos escreverj tg x dx = J

e L e o o
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Fazendo u = cos x, temos du = — sen x dx e entdo sen x dx = — du. Portanto,

{ {\_/]I "{\"(}‘ }
Lo

_du du 1‘~ I,.‘\_l
thxdx = _[ :—J. — =—1In lul + ¢, ¢
U U s P \’“
o !&U )
' % - r"; " * "‘--‘,./
\r:!“': . ,\,‘),/;i : . -,_‘(.}',

-

= —Inlcosx|+c. N AN AN
ok . v 4 A% (
- £ WGt . e

dx L 2 - p
Ol B P S '- ‘

o L %
Fazendo u = 3x — 5, temos du = 3 dx ou dx = 1/3 du. Portanto, 3}}” s

9?‘
& (13du 1 g,  1ua7 Q/C
J‘—“—(Bx—S)S_J. 3 —_3fu du—3_7+c 3 v
~1
= + C.
21 (3x — 5)7

i) [ G+ sec? 3x) dx.
Podemos escrever,

J‘ (x +sec?3x)dx = dex+j sec” 3x dx

% + j sec? 3x dx. )

Para resolver J. sec? 3x dx fazemos a substituicdo u = 3x. Temos, entdo
du = 3dx ou dx = 1/3 du. Assim,
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sec’? 3x dx = sec? u - o:iu:l sec? u du
3

1
3
o= ltgu-i—c-—"-ltg3x+c.

3 3

Substituindo em (/), obtemos

I(x+se(:23x)dx:§+%tg3x+c.

&Q}ii) | uzd:‘az , (@#0).

Como a # 0, podemos escrever a integral dada na forma

du

J‘ du _[_ & 1 J‘ du
2+ a? W +at 2L N
Z &

1

Fazemos a substituicdo v = ufa. Temos entdo, dv = 1/a du ou du = a dv.
Portanto,

J‘ du _ij‘adv _lJ‘ dv

w+at ad v+l ad 2 +1
—larct.v+c
= a g

1 u
= —arctg — + cC.
a a
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dx
i) | 2+ 6x+ 13"

Para resolver esta integral devemos completar o quadrado do denominador.
Escrevemos,

f.n‘\\
24+6x+13 = x2+2-3x+9-9+13
= (x+3P%+ 4
Portanto,
dx =J dx
2+ 6x + 13 (x + 372 + 4

Fazendo u = x + 3, du = dx e usando o exemplo anterior, obtemos

dx —J du —l'arctg—i—c
Zrr+13a dii2 2%
='larct x+3+c
2 £ g ‘
\/i
(lx)J

Neste caso, fazemos a substituicdo u = Nx — 2 .Entio, i =x—2oux= u + 2,
ou ainda, dx = 2 u du.

Substituindo na integral, vem

J\lx—Z 3 u
= 5 -2 udu
x+1 Jw+2+1

- 2u? du 5 W du

W+ 3 W+ 3
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Efetuando a divisdo dos polindmios, temos

Vx — 2 3 P )
'[x+1dx_zj(1+u2+3)du

=2[I@—3fu333

:l G - et

:2"b6J£?3

a)jVF-zﬁdL

Escrevemos,

[NE 2 a= [NE 22 at= [t NT- 27 ar

Fazendo u = 1 — 27, temos du = — 4t dt e entdo ¢ dt = :ZE - Assim,

T N L.
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6.4 EXERCICIOS

Calcular as integrais seguintes usando o método da substituigao.

P _[(sz +2x - HO0 (2% + 1)k

iy
J

x dx

’ j 21

/:{/ J V2 + 2 dx
e d

I

‘9: tg x sec’ x dx

[ sen x

< Y cos” x

_13./ Je"cosZe"dx

15. | sen (50 - m) db
!

/{7 2 sec? © 0

/ a+btgb

19/ —_—
S Jy2—4y+4

. /2{/ J. (x3 _

/-
;

2)1/7 X2 dx

4./‘ _[Sx V4 - 32 dx

6. J € + V3 ¥ 4t

. J- 1/x

10: sen? x cos x dx

2 sen x — 5 cos x

1.2:
o COsS X
/1/ J = cos x* dx
J' arc sen X dy
2V1 —
. dx
18.
‘ J 16 + %2

/Zf/j 3\/su;::n() cosBch

dx
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Sl T :
21. j h‘x"z dx \\\‘\‘ / 22. j(eax + e gy

23. _[\f3:4+t2dt 24. J' 4 dx
4x% + 20x + 34
3 dx & dx

25. | 55— — 2. | &
Iﬂ—u+1 N e~ + 16 }
27. j‘x+3dx 28. J'—”f‘— 1
x -1 x In? 3x j
29. _[(sen4x+ cos 21) dx 30. 'fzxz’f Uy dx ]
:
3. | xe* ax 2, dt ; |
. J 2+ |
| ( at [ &x | \d"
B | 4. ) &x VI - 22 dx g
41 dt
35. | (€ + 2P & ax 36 | —Z -
J- IV4F+5 -
dv j
37, fﬁa 38. :
3 —sen x J'\/;(l-i-‘[v_)s |
39. fxz V1 + x dx 40. e P
41, | 1 cos? ar 42. | 82 Ve + 5 dx
i
1
%
|

43. sen'”? 20 cos20 d8 44, J. sec® (5x + 3) dx
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45. J _sen d9 46. J cotg u du

(5 - cos 0)
47. | L +e™2e% g, a> 0 48. j wf];\/; dx
49. | tVt — 4 ar 50. J.xz(senlx3+4x)dx

6.5 METODO DE INTEGRACAO POR PARTES

Sejam fix) e g(x) fungdes derivdveis no intervalo /. Temos,

[x) - g =fx) - 8°(x) + g(0) - f'(x)

ou,
Ao - g'@ = [fx) - eI — g() - F* ).
Integrando ambos os lados dessa equagdo, obtemos
[ro-gmar={fm gmra-[gw e
ou ainda,

Jro e @wa=r@-g0- g0 f@a 0

Observamos que na expressao (/) deixamos de escrever a constante de inte-
gracgdo, j4 que no decorrer do desenvolvimento aparecerdo outras. Todas elas podem
ser representadas por uma tnica constante ¢, que introduziremos no final do processo.

- Na prética, costumamos fazer

u=flx) = du=f"(x)dx
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v=g(x) = dv=g (x)dx

Substituindo em (/), vem =

& ’{f'} Ak, A
J‘udvzuvhjvdu,

que € a férmula de integrac@o por partes.
6.5.1 Exemplos

() Calcular j x e dx.

Antes de resolver esta integral, queremos salientar que a escolha de u e dv
sdo feitas convenientemente.

\
Neste exemplo, escolhemos u=x ¢ dv = e dx, Tcmos,
U= x = du=dx |
_ o PO RS
dv=e“*dx => v=j e “dx= -5 e “.

Aplicamos ent@o a férmula

J.udv:y-v—jvdu
5" L
|
e obtemos
"

J‘xe‘z"dx=x-[_21Je‘2x—ftl e % dx . ' 7
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Calculando a ultima integral, vem

- 2x

J.x-e‘zxdx: xe e ¥ + ¢,

-1 1
2 4

Observamos que se tivéssemos escolhido u = e*edv=xdx, o Processo nos
levaria a2 uma integral mais complicada. -

w)cwmmjmxa.

Seja

u=Inx = du=1/xdx N1 ~- v

dv=dx = | v:_[dx=x.

Integrando por partes, vem

jlnxdx’= (Inx)'x_jx'idx )
= xmx—Idx | .
= xlnx-x+c. ) N
AR SRRV
(iii) Calcularj x* sen x dx. MR ) | {x

Neste exemplo, vamos aplicar o método duas vezes. Seja
u=x* =  du=2xdx

dv=senxdx = v=j sen x dx =—cos x.
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Integrando por partes, vem

e : -
4 . . ,"\ B

J'xz-senxdx = xz)(_cosx‘)—j(ucosx)Zxdx

= —xzcosx+2J'xcosxd.x.

A integral Jx cos x dx deve ser resolvida também por partes. Fazemos,

U=x = du = dx
dv=cosxdx = v=jcosxdx=senx.
Temos,

J xcosxdx=xscnx—Jscnxdx.
Logo,

Ixz senxdx = —ax2 cos x+ 2 [xsenx—jsenxdx]

= —x2cosx+2xsenx+2¢cosx+c.

(iv) Calcular J e sen x dx.

Este exemplo ilustra um artificio para o célculo, que envolve também duas

aplicagoes da férmula de integracdo por partes.

Seja
u=e> = du=2 e dx

dv=senxdx = v=jsenxdx=—cosx.
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Aplicando a integracao por paﬁes, vem
J-e senxdx = e (—cosx)-J (- cos x) 2e% dx

= —ez"cosx+2_[e2"cosxdx.

Resolvendo I e cos x dx por partes, fazendo u = e e dv = cos x dx,

encontramos

J.ez"senxdx = —ez“cosx+2[ezxsenx—jsenx-2e2"dx]

—ez"cosx+2ez"senx—4je2"senxdx. 2)

Observamos que a integral do 2% membro € exatamente a integral que quere-
q g

mos calcular. Somahdo 4 J e sen x dx a ambos os lados de (2) , obtemos

5jez"scnxdx=—e2"cosx+2e2xscnx.

Logo,

=
/

J.ezxsenxdx=%(Zezxsenx—ezxcosx)+c.

_ 3 |
v) Calcularjsen x dx. 'l \\/ N l,ff‘!":.)d'/’» Ny

/1 / ik 7 7*;/ : > i
Neste caso, fazemos AR o
T ..’P-.: :,""e‘ -7 'f:‘: o S e -
u=sen”x = du=2senxcosxdx - T
S fTL
. e
dv=senxdx = v=!senxdx=—*cosx.

WOy dve -
7

- . i —
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Entao,

Jsen?’ x dx

sen® x - (—co_sx)—J—-cosx- 2senxcos x dx

2

—- .
—sen xcosx+2jcoszxsenxdx

2

—sen” x cos x — 2

6.6 EXERCICIOS

11.

Resolver as seguintes integrais usando a t€cnica de integragéo por partes.

@ : In(1 — x) dx

X sen 5x dx

te dr

J.xln?:xdx

e cos - dx

[ ]
D =

cosec’ x dx

J. X coseczx dx

cos’ x

3

4, (x+ 1) cos2x dx
6. J cos® x dx
8 JVxInxdr

o

10. X% cosax dx

12. I arc cotg 2x dx




x
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- - [ In (ax + b)

- 13. e* sen bx dx 14. ———"dx
y - 7 Nax + b

‘\ m o .
15. | 2N - £ dx 16. | In® 2x dx
pu
i 17. arctgax dx 18. j 23 sen4x dx
T
_ 1. [@-ne*a 20. szlnxdx
.. ) 21. 2 dx 22, arc sen % dx
" - 2 \: ) 3x
; 23. (x — 1) sec“x dx 24, e™ cos 4x dx
;, o
‘ 25. j-x’f_mx_/@.f;" ‘neN 26. J' In (Z + 1) dx
27. In (x + V1 +x2) dx 28. Xx arctg x dx
R A
29. xiex dx 30. | x cos?x dx
31 j(x+3)2ede 32. _[xxix+1a!x
i .
33. J. cos (In x) dx 34. arc cos x dx
35. J sec® x dx 36. xlg‘ e* dx N
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6.7 AREA

Decsde os tempos mais antigos os mateméticos se predcupam com o problema
de determinar a 4rea de uma figura plana. O procedimento mais usado foi o método da

exaustdo, que consiste em aproximar a figura dada por meio de outras, cujas 4reas sdo ~

conhecidas.

Como exemplo, podemos citar o circulo. Para definir sua drea, consideramos
um poligono regular inscrito de n lados, que denotamos por P_ (Figura 6.1(a)).

Seja A, a drea do poligono P,. Entdo, A, = n - A, , onde A ¢ a drea do

T ?
tridngulo de base /, ¢ altura &, (Figura 6.1(b)).

(a) (b)
Figura 6-1

Fazendo n crescer cada vez mais, isto €, n — + <o, 0 poligono P, torna-se uma
aproximagéo do circulo. O perimetro p, aproxima-se do compnmento do circulo 2nr e
2 altura h, aproxima-se do raio r.

Y N T Ty Ty
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Temos,
lim A, = 2ar-r = nr?, que é a 4rea do circulo.
n —» oo ’ 2 .

Para definir a 4rea de uma figura plana qualquer, procedemos de forma ané-
loga. Aproximamos a figura por poligonos cujas 4dreas possam ser calculadas pelos
métodos da geometria elementar.

Consideremos agora o problema de definir a 4rea de uma regido plana S,
delimitada pelo grafico de uma fungdo continua ndo negativa f, pelo eixo dos x ¢ por
duas retas x = a € x = b (ver Figura 6.2).

AY y = f(x)

Figura 6-2

Para isso, fazemos uma particdo do intervalo [a, b], 1sto é, dividimos o inter-
valo [a, b] em n subintervalos, escolhendo os pontos

a=x3<x<..<x_; < x,< ..<x, =b

Seja Ax!. =X, —X; ;0 comprimento do intervalo [xl {: .].
Em cada um destes intervalos [x,_; » x;], escolhemos um ponto qualquer c; .

Para cada i, i = 1, ..., n, construimos um retdngulo de base Axl. ¢ altura f{ci)
(ver Figura 6.3).
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y =f(x)

<

o

) /\\\\\\\\\w

>

V.A.r

X, =acxcGx

AY

Figura 6-3

T
I / A%
o0 > Q
T i
| A 4
© A
W fTTT J
e (U
m \f--mmm o
o f,ﬂ. ..............
I . Ve o
S > N
(7] <
2
2 3
» >,
» Q
[#]
m lllllllllllllll
~
5 A
w
=
- \
N N o
AN ;
=
il %
<

Figura 6-4

¢ dada por:

n!

A soma das dreas dos n retdngulos, que representamos por S

Ay Ax, _+f(c2) Ax, +... +flc,) Ax,

n

= Y fic) Ax,.

i=1

n

S

Esta soma € chamada soma de Riemann da fungéo f(x).
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Podemos observar que a medida que 7 cresce muito e cada Axi, (=1, ..., n,
torna-se muito pequeno, a soma das 4reas retangulares aproxima-se do que intuitiva-
mente entendemos como a area de S.

6.7.1 Definicdo. Sejay= f(x,) uma funcdo contfnua, ndo negativa em [a, b]. A drea
sob a curva y= flx), de a até b, é definida por

n

A= lim 2 fle) Ax,

mixAx. - 0 )
o i=

onde paracadai =1, ..., n, c; € um ponto arbitrario do intervalo [x; {»x]

E possivel provar que o limite desta definiglo existe e € um mimero nio
negativo.

rd

6.8 INTEGRAL DEFINIDA

A integral definida est4 associada ao limite da defini¢do 6.7.1. Ela nasceu com
a formalizacio matemaética dos problemas de dreas. De acordo com a terminologia
introduzida na se¢do anterior, temos a seguinte definigéo.

6.8.1 Definicao. .Seja f uma funcdo definida no intervalo [a, b] e scja P uma
_ parti¢do qualquer de [a, b]. A integral definida de f de a até b, denotada por

_Cf(X) dx ,

¢ dada por

j'b Axydx = lim 2. fe) Ax,,

mixAx, - 0 .
i 1 =1

desde que o limite do 2° membro exista.
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Se Jb fix) dx existe, dizemos que f € integrdvel em |a, b].
a

Na notagdo J.b fix) dx , os nimeros a ¢ b sdo chamados limites de integragao
a
(a = limite inferior e b = limite superior).

Se f € integrivel em [a, b], entdo

j':f(x)dx= _Cf_(t)dt: J'Zf(s)d;,

isto €, podemos usar qualquer simbolo para representar a varidvel independente.

Quando a fungdo f € continua e ndo negativa em [a, b], a defini¢c@o da integral

definida coincide com a defini¢do da 4drea (Defini¢do 6.7.1). Portanto, neste caso, a

integral definida

J'i fix) dx

¢ a 4rea da regido sob o grifico de fde g até b.

Sempre que utilizamos um intervalo [a, b], supomos a < b. Assim, em nossa
defini¢do ndo levamos em conta os casos em que o limite inferior € maior que o limite
superior. '

6.8.2 Definicdo
(@) Se a> b, entdo

[ fwax=- [ fwax,
a b
se a integral a direita existir.
(b) Se a=b e fla) existe, entdo

fﬂx)dx=o.

a
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E muito importante saber quais fungdes sio integrdveis. Uma ampla classe de
funcdes usadas no Célculo € a classe das fung¢des continuas. O teorema abaixo, cuja
demonstragdo serd omitida, garante que elas sio integriveis.

6.8.3 Teorema. Sefé continua sobre [a, b], entdo f € integravel em [a, b].

Propriedades da Integral Definida N Y . [UET IR

oy L T s SEZERL gy b R S

6.8.4 Proposigdo. Sefé integrivel em [a, b] e k é um nimero real arbitrrio, entdo
k f é integravel em [a, ble

’F_ H s _: R }.'-:

jbkf(x)dx = kJ.:f(x)dx.

Prova. Como f ¢ integravel em [a, b], existe o

lim Y fie) Ax,,

méxAxi——>0 i=1

e portanto, podemos escrever

Jb kfx)de = lim Y kfic) Ax,

= k lim Y Afc)Ax

méxAxi—aoizl

kj.zf(x)dx.
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6.8.5 Proposicdo. Sefe g sdo fungdes integraveis em [a, b], entdo f+ g é integravel
em [a, bl e

&

J.b [Ax) +gx)]dx = J.bf(x) dx + fb g(x) dx.
a T a a
Prova. Se f € integrdvel em [a, -b]‘,—— existe o limite

lim D> Ae) Ax,, queéa f’ fix)dx .
a

mixAx, >0 ;_

Se g € integrdvel em [a, b] , existe o limite

n
lim 2 glc) Ax; , queéa Jb glx)dx.
mixAx, - 0 ; _ a

Escrevemos entéo,

Jb [fx) +g(x)] dx = lim 2 (fle) + &(c)) Ax,

mixAx, -0

= Z fie) Ax, + lim Y gle) Ax,

méxAx'.—>0 i=1 méx Ax. =50 ;_,
= J.bf(x)dx + J'b gx)dx.
a a

Observamos que esta proposigdo pode ser estendida para um niimero finito de
fungbes, ou seja,

]
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| JZ [fl (x) +f2(x) + ... +fn(x)]dx = J'bfl (x)dx + j:fz(x)dx + ...

+ r [, %) dx.
a
Vale também para o caso de termos diferenca de fungdes, isto €,
[ v - g dx = [ e - | g dx.
a a a

6.8.6 Proposicao. Se a <c<be f ¢ integravel em [a, c] e em [c, b], entdo f €
integrdvel em [a, b] e

jiﬂx)dx=_Ef(x)dx+fiﬂx)dx_.

Prova. Consideremos uma particdo no intervalo [a, b] de tal forma que o ponto ¢
(@ < ¢ < b) seja um ponto da partigdo, isto €, ¢ = x,, para algum i.

Podemos dizer que o intervalo [a, c¢] ficou dividido em r subintervalos e
[c, b] em (n — r) subintervalos. Escrevemos as respectivas somas de Riemann

r n

Y A)Ax, e D, fic) Ax,.
i=1 i=r+1
Entao,

n

z f(ci) Axi = 2 f(ci) Axi + z f(C‘.) AXI- .

i=1 i=1 i=r+1
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Usando a defini¢do de integral definida, vem

j'b fx) dx = im Y. fe) Ax,

mé.xAx-—)O i =1
[ i =

= lim Y, fc)ax, + Y, fle)Ax,

méxAx‘_—-)O i=1 i=r+1

lim Y fcpAx, + Lim Y Ac)Ax,

mixAx, > 0 ;T méx Ax, — 0

i=r+1
= J:ﬂx)dx+jiﬂx)dx.

Esta propriedade pode ser generalizada: “Se f € integrdvel em um intervalo
fechado e se a, b, ¢ sdo pontos quaisquer desse intervalo, entdo

j‘:ﬂx)dxszﬂx)dx+jiﬂx)dx."

A Figura 6.5 ilustra a proposigdo 6.8.6, para o caso em que f{x) > 0. A 4rea
do trapezéide ABCD adicionada & 4rea do trapezéide BEFC € igual a drea do trapezdide
AEFD.

AY

DR €3 F)

a c bx

Figura 6-5
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6.8.7 Proposicdo. Sefé integrdvel e se fix) 2 0 para todo x em [q, b], entdo

J'bﬂx)dxzo.

Prova. Como f{c; ) 2 0 para todo ¢, em [x, ; , x,], segue que

Y flc)Ax,; 2 0.
i=1
Portanto,
n
lim Y. fcyAx, 2 0
méxAx, = 0

i=1

¢ dessa forma Jb fix) dx 2 0.
a

6.8.8 Proposicdo. Se fe g sdo integrdveis em [a, b] e fix) 2 g(x) para todo x em
[a, b], entdo

Eﬂx)dx?_ig(x)dx.

Prova. Fazemos

Iziﬂx)dx—f:g(x)dx.
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Devemos mostrar que I 2 0. Usando a proposigdo 6.8.5, podemos escrever

I = J.Zf(x)dx—Jig(x)dx

= [ 0 - g0 a.

Como f{x) = g(x) para todo x € [a, b] temos que f(x) — g(}r) 2 (, para todo
x € [a, b].

Usando a proposic¢do 6.8.7, concluimos que / 2 0.

6.8.9 Proposicdo. Sef¢ uma fungdo continua em [a, b], entdo

_[zf(x)dx sf;lﬂx)ldx.

Prova. Se f é continua em [a, b], entdo

a) [ éintegrivel em [a, b];
b) | fl é continua em [a, b];

c) 1fIl também € integrdvel em [a, b].

Sabemos que

1O <) SRR .

Usando a proposi¢o 6.8.8, escrevemos

Jb_|ﬂx)] dxsjjﬂx)dxsj.zlﬂxﬂ dx .

d
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Pela proposigdo 6.8.4, vem

—j': Ao | dxsf:ﬂx)dxsj': Ifx) | ax.

| Usando a propriedade 1.3.3(i), segue que

j':f(x)dx S_le(x)ldx.

Na proposigao a seguir, cuja demonstragdo serd omitida, apresentamos o Teo-
rema do Valor Médio para integrais.

6.8.10 Proposicao. Sefé uma fungdo continua em [a, b], existe um ponto ¢ entre a
e b tal que

J.bf(x)dx=(b—a)ﬂc).

Se fix) 20, > x € [a, b], podemos visualizar geometricamente esta proposigéo.
Ela nos diz que a drea abaixo da curva y = fix), entre a ¢ b, € igual a drea de um retingulo
de base b — a e altura f{c) (ver Figura 6.6).

y=fe)
s

fle)y == ]

|

i

/
!

N

R

o

o
x

Figura 6-6
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6.9 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O teorema fundamental do Célculo nos permite relacionar as operagodes de
derivagdo ¢ integracdo. Ele nos diz que, conhecendo uma primitiva de uma fungdo

_ b
continua f: [a, b] = R, podemos calcular a sua integral definida J' fit) dt . Com
a

1ss0, obtemos uma maneira rdpida e simples de resolver imimeros problemas praticos
que envolvem o cédlculo da integral definida.

Para apresentar formalmente o teorema, inicialmente vamos definir uma
importante func¢fo auxiliar, como segue.

Tomamos a integral definida

jbf(z) dt |

fixamos o limite inferior a e fazemos variar o limite superior. Entdo, o valor da integral
dependera desse limite superior varidvel, que indicaremos por x, Fazendo x variar no
intervalo [a, b], obtemos uma func¢ido G(x), dada por

G(x) = r AHde .

Intuitivamente, podemos compreender o significado de G(x), através de uma
andlise geométrica. Conforme vimos na se¢édo 6.8, se f(t) 2 0, V t € [a, b], a integral

jb o) dt

representa a drea abaixo do grifico de f entre a e b (ver Figura 6.7(a)).

Da mesma forma,
G(x) = _r A dt
a

nos d4 a 4rea abaixo do grifico de f entre a e x (ver Figura 6.7(b)). Podemos observar
que G(a) = 0 e G(b) nos d4 a 4rea da Figura 6.7(a).
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y="ft) y=1t)

>t — t

(a) | (b)
Figura 6-7

Vamos agora, determinar a derivada da fungdo G(x). Temos a seguinte propo-
si¢do.

6.9.1 Proposicdo. Sejafuma fungio continua num intervalo fechado [a, b]. Entdo
| a fun¢do G: [a, b] — R, definida por

6w = [ foar

temn derivada em todos os pontos x € [a, b] que é dada por

G '(x) = fix), ou seja,

% E RO dt = flx) .

Prova. Vamos determinar a derivada G ’(x), usando a definicao

, : Gx + Ax) - G(x)
G = 1 .
) Axlf 0 Ax
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Temos,

6t = | foya ;

Ax
Gix + Ax) = J” o) dt ;

a

a a

Ax
Gix + Ax) — G(x) = J.H A dt — _r Ao dr .

Usando a proposicdo 6.8.6, podemos escrever

r+Ax iy de = J.Kf(t) dt + r+Axf(t)dt

a a X

e entdo,

I

Ax
Gx + Ax) — G(x) r RO dt + r+ A dt - f ) dt

J.HAX A de.

Como f € continua em [x, x + Ax], pela proposicdo 6.8.10, existe um ponto
x entre x e x + Ax tal que

+Ax
_,J flodt = (x+ Ax-x) fix)

X

= f(x) Ax.
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Portanto,
lim Gix + Ax) — G(x) -~ Lim Ax) Ax
Ax->0 Ax Ax >0 Ax
= lim fAx).
Ax—0

Como x estd entre x e x + Ax, segue que x — x quando Ax — 0. Como f €
contfnua, temos ‘

im fix) = lim AX)=fx).

Arx > 0 X o x

Logo,

lim Glx + AA);) = 6) = fix), ouseja,
Ax-30
G’'(x) = x).

Observamos que quando x € um dos extremos do intervalo [a, b], os limites
usados na demonstracdo serdo limites laterais. G '(a) serd uma derivada a direita e G’ (b)
uma derivada a esquerda. '

Uma importante conseqiiéncia desta proposic@o € que toda fungao f{x) conti-
nua num intervalo [a, b] possul uma primitiva que ¢ dada por

G(x) = f fid) dt .

Outro resultado importante obtém-se da andlise geométrica. Voltando a Figura
6.7, podemos dizer que a taxa de variag@o da 4rea da Figura 6.7(b) com relagdo a ¢ €
igual ao lado dircito da regido.

Podemos agora, estabelecer formalmente o Teorema Fundamental do Célculo.
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6.9.2 Teorema. Se f é continua sobre [a, b] ¢ se F é uma primitiva de f neste
intervalo, entdo

f b dt = F(b) — Fla) .

Prova. Como f ¢ continua sobre [a, b], pela proposigdo 6.9.1, segue que
G(x) = r Ao dt
a

é uma primitiva de f nesse intervalo.

Seja F(x) uma primitiva qualquer de f sobre [a, b]. Pela proposi¢ido 6.1.5,
temos que

Fx)=Gx)+C, VY xe€ [a, bl.

a

Como G(a) = r fndt =0 e Gb) = J.b Ay dt, calculando a diferenca
a
F(b) — F(a), obtemos '
Fb)-F@ = (Gb)+c)-(Gla)+c)

= G(b)-G(a)

= Jbﬂt)dt—o

= fﬂt)dt .

Observamos que a diferenca F(b) — F(a) usualmente é denotada por
b

F() . Também escrevemos,

a

b

J-bﬂx) dx = F(x) = F(b) — F(a) .

a
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6.9.3 Exemplos. Calcular as integrais definidas:

() ijdx.

Sabemos que F(x) = 1 x% é uma primitiva de f(x) = x. Portanto,
q 5 P

12 =

N [ \O
1l
A

B | —

2
(iv) 'rm/ cos t dr .
0

A fungdo F(f) = sen t € uma primitiva de f{r) = cos t. Logo,

2
Jm/ cos t dt = sen t
0

n/2 n

2—senO:1.

= s€n

0

1
(iid) jo 03— 42 + 1)dx.

Usando as propriedades da integral definida e o Teorema Fundamental do
Célculo, temos '

I;(x3—4x2+1)dx J';fdx—4j;xzdx+j;dx

4 1 1 .

1
X x>
_4 -4 .

3 + x

0 0

1 4
= (Z_o)—-(g—O)+(1—0)

= —1/12.
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Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida

X dx
2+ 1

I =

Para isso, fazemos a substitui¢io u = x*> + 1. Temos entio, du = 2x dx ou

xdx = % Portantd,

du/2 I ¢tdu 1
I—J. » = 2ju—zlnlul+c

1
= Eln(x2+1)+c.

Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

1

1
X dx 1
P+l S Eln(x2+1) :
1 1
= 2ln2 21111

1
21n2.

Observamos que, para resolver esta integral, também podemos fazer a mudan-

¢a de varidveis na integral definida, desde que fagamos a correspondente mudanga nos
limites de integragéo.

Ao cfetuarmos a mudanga de varidvel fazendo u = % + 1, vemos que:

x=0=2u=1;

x=1=u=2.
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Entﬁo,
I\ 2 2 2
x dx du/2 1 du 1
J0x2+1_-'-1 u _EJ-lu_Zlnlul
|
= l(1112—1111)—llr12
T2 T2 '
- +1
v) JQ X e dx .
1
. . . .. ~F+1
Calculamos primeiro a integral indefinida 7 = J-x e dx .

Fazendo u = —x% + 1, temos du = —2x dx ou xdx = —@ . Assim,

2
—du -1 -1
— u . R u - % Lu
I—Je > =5 )€ du , ¢tc
= m—zle_x2+1+c
Logo,
2 -1 2% _ =1 1 -1 1
‘_Ixe‘x “dx:?e“"f“l =7e‘4+1+5e‘1+1=7e“3+5.

6.10 EXERCICIOS

_ 2 2 2
1. Calculandoasintf:graisl1 = J 2 dx, 12 = J xdx e 13 = J. dx ,
1 1 1

obtemos / 1= 1/3, 12 =32 ¢ 13 = 1. Usando estes resultados, encontrar o valor de:
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r2 2

a) (6x — 1) dx b) _[ 2% (x + 1) dx
1 1
2 _ 2

) x - D(x—2) dx d) _[ (3x + 2)? dx.
"1 1

2. Sem calcular a integral, verificar as seguintes desigualdades:

=3 3 . | -1
a) (3x2+4)dxzf(zx2+5)dx b) dx Lo
“1 1 Y2 X . _ 9 2 4
T r3IR/2
c) sen x dx 2 0 d) ~cos xdx20.
0 “n/2

Ly ll.”

1
3 Se J‘ iij dx = % , calcular JO ‘th dt.
0 1

2 P
4. Se JW 9cos?t dr = 9—4’3, calcular sz —cos2® d48. .
0 0

5. Verificar se o resultado das seguintes integrais & positivo, negativo ou zero, sem calcul4-las.

20 N 2T
a) dx g b) J sen tdt
.3 R . 3 s
c) 2x + 1) dx 7 d) J. (xz—Zx—S)dx. R
2 : -1 .

6.  Determinar as seguintes derivadas:

EJJ.‘{—" i if 2 By
ir- .
c) a6 J_ t sen t dt ( Ry
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Em cada um dos itens abaixo, calcular a integral da fun¢@o no intervalo dado e esbogar seu

a) fix) =4 ; em[-1, 1]
5 , 0<x<1
b) fix)=lsenx| ; em[-%, ] c) f)=21xl;em[-1, 1]
d fix)=x- % ; em [-1,1] e) fix)=senx+Isenxl; em [-® , 7]

H fx)=senx+lcosxl; em [-7 , m].

Mostrar que:

T
a)_rl sen 2x cos Sx dx = 0 b) j cos 2x cos 3x dx = 0
—X

-R

i
c) j sen 5x cos 2x dx = 0
-7

(Sugestdo: Usar as férmulas

senmxscnnx=%[cos(m—n)x—cos(m+n)x],
1

senm.xcosnx=5[sen(m+n)x+sen(m—n)x] e

cosm.xcosnx:;[cos(m+n)x+cos(m—n)x],

onde m e n sdo dois inteiros quaisquer.)

Se fix) € continua e f(x) < M para todo x em [a, b], provar que

r fix) dx £ M (b — a) . llustrar graficamente, supondo f{x) > 0.
a
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10. Se fix) é continua e m < f{x) para todo x em {a, b}, provar que
mp - a) < r ftx) dx . Ilustrar graficamente, supondo m > 0.
a
11.  Aplicar os resultados dos exercicios 9 e 10, para encontrar o menor e o maior valor possivel
das integrais dadas a seguir:
4
a) r S5x dx b) J 2% dx
3 -2
c) _rsx—lldx d) _r (x* - 82 + 16) dx.
1 -1
Nos exercicios de 12 a 34, calcular as integrais.
.
12. _[ x(1 + 22 dx 13. J'O &2 — 4x + 7) dx
-1 -3
2 _
u [ % 15. f 21 NI dt
1 X 4
1 3n/4
16. J. _dy 17. j sen x cos x dx
0 V3y + 1 n/4
1 12 dx 2%
18. J- pr— 19. J | sen x| dx
-1 V2% 1+ 9 0
5
20. f 12t — 41 dr 21. rlx2ﬂ3x+2ldx
-2 0 .
22 r—4—dx' 23 jo V- dv
S loVe 9 2 (¥ - 27
5
dx
24, J V2x - 1 dx 25. r
1 1 Vx (xo+ 1)
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3
26. J'x\ll+xdx

0

2 cos x
28. J':/ (1 + sen x)° dx

30. r@c—(\/}?+€)dx
0

2
32. lenxdx
1

3.

J‘—lx3+8dx

35. Sejafcontinua em [-a, a]. Mostrar que:

27.

29.

31

33.

a) Seféparcntéo'rJ flx) dx = 2 Jof(x) dx .
0

—-a

b) St:fél’rnparentﬁo_rrJ fix) dx = 0.
) —-a

36. Usar o resultado do exercicio 35 para calcular:

1Y
a) 2 sen x dx

-

ol
) Gt + 22 dx.
|

6.11 CALCULO DE AREAS

o) _
sen? x dx

0

r (2x + 17172 dx
0

[

-3

J'2 5x3+ Tx2 — 5x + 2
1

x2

1.2
t_t) dt

dx

O célculo de drea de figuras planas pode ser feito por integra¢do. Vejamos as

situagdes que comumente ocorrem.
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6.11.1 Caso I. Cilculo da 4rea da figura plana limitada pelo grifico de f, pelas retas
x=a,x=>beoeixo dos x, onde fé continuae flx) 20,V x € [a, b] (ver Figura
6.8).

Figura 6-8

Neste caso, a drea € dada por

A=J.:f(x)dx.

6.11.2 Exemplo. Encontre a drea limitada pela curva y = 4 — x2 e o eixo dos x.

A curva y = 4 — x2 intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa -2 ¢ 2 (ver
Figura 6.9).

\
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No intervalo [-2 , 2],y =4 — x2 > 0. Assim, a 4rea procurada € a 4rea sob o
grafico de y = 4 — x? de -2 até 2. Temos,

-3

2P ) 32
[(8—8/3)—[—8— ; ﬂ_3.

Portanto, A = 32/3 u - a {(32/3 unidades de 4rea).

'A=j:(4—x2)dx

-2

6.11.3 Caso II. Cilculo da 4rea da figura plana limitada pelo gréfico de f, pelas retas
x=a,x=beoeixo dos x, onde f € continua e fix) <0, V x € [a, b] (ver Figura
6.10).

E fécil constatar que neste caso basta tomar o médulo da integral

J.b fix) dx, ou seja,
a

A =

jb fix) dx

XV

y = fix)

Figura 6-10
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6.11.4 Exemplos.

(i) Encontre a 4rea limitada pela curva y = — 4 + x> e o eixo dos x.

A curva y = x* — 4 intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa -2 e 2 (ver
Figura 6.11).

T

v

Figura 6-11

No intervalo [-2, 2], y = X2 — 4 < 0. Assim,

A = }j:(xz—zt)dx

Il
i
w
N
It
(]
u|N
c
o

(iI) Encontre a 4rea da regido §, limitada pela curva y = sen x e pelo eixo
dos x de O até 2x.

Precisamos dividir a regido § em duas subregides S, e S, (ver Figura 6.12).
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AY

/S -

Figura 6-12

No intervalo [0, ], y=sen x 2 0 e no intervalo [%, 2x], y =sen x < 0. Portanto,
se Al ¢adreade S, cA, € a 4rea de S,, temos

A = A1+A

2
T n -
= J sen x dx + sen x dx
0 bi#
e 2n
= —COS X + | —cos x
0 v

= —cosTm +cos0 + | —cos2m + cos 7!
= —CD+1+ -1+ 1]

= 4y.a.

6.11.5 Caso III. Célculo da 4rea da figura plana limitada pelos grificos de fe g,

pelas retas x =a e x = b, onde f e g sdo fungdes continuas em [a, b]
e flx) 2g(x), V x e [a, b].

Neste caso pode ocorrer uma situag@o particular onde f e g assumem valores
nao negativos para todo x € [a, b] (ver Figura 6.13).
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y= f(x)

Figura 6-13

Ent&o a édrea € calculada pela diferencga entre a drea sob o grafico de fe a 4rea
sob o gréafico de g, ou ainda,

A = f:ﬂx)dx-—_,jg(x)éx

[ 0 - g0 ae.

Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos x
deslocado de tal maneira que as fun¢Ges se tornem ndo-negativas, V x € [a, b].

Observando a Figura 6.14, concluimos que

A =4 = Ji(fl(x)—gl(x))dx

J: (x) - g(x)) dx.
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Figura 6-14

6.11.6 Exemplos T

(i) Encontre a 4rea limitadapor y=x% e y = x + 2.

As curvas y = x* e y = x + 2 interceptam-se nos pontos de abscissa —1 e 2 (ver
Figura 6.15).

No intervalo [-1, 2];"@193;: +22 x2. Entdo,
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AY
Ao :
NS ;
Y I S S
Figura 6-15

(ii) Encontre a 4rea limitada pelas curvas y=x> e y = x:

. As curvas y = x> e y = x interceptam-se nos pontos de abscissa —1, 0 e 1 (ver
Figura 6.16). ~_ '

[‘-

/
Y, /VL ~ Wy 4/
:\L} i / i “g &
Ry . T
\Y i mi {\{ .I
~~. ’ 7 - * _1 : ’
AT . ' E 1 X
N ' Vv\ :
. / /s T
\’s f\ \'3\7 \.. -1
BN -y
T / ":}\
. \/" ™~
© r,o ! Figura 6-16

No intervalo [-1, 0], x < x> e no intervalo [0, 1], x > x°. Logo,

A = f](xf"—x)dﬁf;(x—f)dx
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Observamos que poderiamos ter calculado a drea da seguinte forma:

1 .
A=2ja—ﬁuu=%uL
0

pois a 4rea 2 esquerda do eixo dos y € igual a que se encontra a sua direita.

(iii) Encontre a 4rea da regido limitada pelas curvas y=x* —ley=x+ 1.

Ascurvasy=x>—ley=x+1 interceptam-se nos pontos de abscissa -1 e
2 (ver Figura 6.17). '

Figura 6-17

No intervalo [-1, 2], x + 1 2 x> — 1. Logo,

A

2
I1W+D—W—mﬂ

2
= [ «-2+2a
1

2 P 2
(1))
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(iv) Encontre a 4rea da regido S limitada pelas curvas y —x=6,y—x =0e
2y +x=0.

Devemos dividir a regido em duas subregides S, ¢ S, (ver Figura 6.18).

Figura 6-18

No intervalo [—4, 0], a regido estd compreendida entre os grificos de

y = _Txc y =6 + x (regido §)).

No intervalo [0, 2], estd entre os grificos de y = x> e y = x + 6 (regido SZ).

Se A €adreade S, e A, € adreadeS,, entdo a drea A procurada é dada por
A=A+ A,

Cdlculo de A: No intervalo [-4, 0] , 6 + x 2 - % Assim,

A = f) (6 + x) — (-x/2)] dx
4

1 -

- f

3x
4[6+ szx
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= J2u.a.

Cdlculo de A,: No intervalo [0, 2], 6 + x > x°. Entio,

A = jz[(6+x)—xﬂ]dx

2

2

I

2 X
g

0

= 10u.a.

Portanto, A = A; + A, = 12+ 10 =22 u.a.

6.12 EXERCICIOS

- Nos exercicios de 1 a 29 encontrar a drea da regigo limitada pelas curvas dadas.

1. x=1/2, x=Vy ¢ y=—x+2 9 Y =2x e x*=2y
3. _y=5—x2ey=x+3 4, y=éx2ey=6
5. y=1-X*ey=-3 \6 x+y:36y+x2=3
7. x=y2,y—x=2,y=—2ey=3 “8. y=x3—-xcy=0

9. y=€&€,x=0,x=1ey=0 10. x=y e x=y
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11. y=lnx,y=0e x=4 12. y=Inx,x=1ey=4
13. y=senx e y=-senx , xe [0, 2x]
14. y=cosxey=—cosx,xe|:—ﬁ,1@:’ | |
2 2.
15. y=coshx , y=senhx , x=-1ex=1 16. y=tgx, x=0ey=1
17. y=e* ,y=x+1ex=-1 18. y=sen2x ,y=x+2,x=0e x=%n/2 1
19. y=-1-x*,y=-2x-4
20. y =cos x, y—3—3x+130 {g,g—n}
21. y= L y—l,y—2x+lex=—3
[x — 11
2. x=y e yZ—%x 23. y=4-2ey=x-14
24, x=y’+lex+y=7 | _ .25. y=2*,y=2%e y=4
26. y=arcsenx , y=m2e x=0 27. y=2msh%’x=—2,x:2ey=0
28. y=Ix-2ley=2—(x-2)* 29, y=€"-1,y=-=x¢ x=1.
30.

Encontrar a 4rea das regibes S, e S, vilstas na figura a seguir
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' EDTORA
% CAPITULO 7 <

MAKRON DA
Books

METODOS DE INTEGRACAO

Neste capitulo, apresentaremos, inicialmente, alguns métodos utilizados para
resolver integrais envolvendo fungdes trigonométricas.

A seguir veremos a integracido por substitui¢do trigonométrica e a integracao
de fung¢des racionais por fra¢des parciais.

Finalmente, abordaremos as integrais racionais de seno e cosseno usando a
substituicdo universal e as integrais envolvendo rafzes quadradas de trindmios do
segundo grau.

7.1 INTEGRACAO DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

7.1.1 As integraisj' senu du e J cosu du .

As integrais indefinidas da funcdo seno e da fungéo cosseno estdo indicadas
na tabela da Segéo 6.1.9. Temos,

J-senudu=—cosu+C e

jcosudu=senu+C.

392
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7.1.2 Exemplos. Calcular as integrais:
@ [+ 1) sen (x+ 1P dx.

Usando o método da substitui¢cio (Secio 6.3), fazemos u = (x + 1)2. Entéo,
du =2 (x + 1) dx. Temos,

Jae+senc+12ax = J.%senudu'

= —%cosu+C

= —%cos (x +172 + C.

1
1)) -[0 e cos (e®) dx.
Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida

I=J.e2xcos (e dx.

Para isso, fazemos a substituigéo u = e*. Temos entdo, du = 2¢* dx. Portanto,

I = j%cosudu

sen u + C

N |—

= sen () + C.

DN |
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Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

I

L
Jo e cos (6 dx = ! en (%)

N

= 1 (sen €2

5 — sen 1).

7.1.3 As integraisj tgudu e _[ cotgu du.

As integrais indefinidas da fun¢do tangente e da fungdo cotangente sdo resol-
vidas usando o método da substitui¢do, como foi visto no exemplo 6.3.1(iv). Temos,

thudu = JZZISIZdu

= —~Inlcos ul + C
= Ini(cos uyll + C

= Inlsec ul + C;

j cotgu du = j :;i Z du

= Infisen ul + C.

7.1.4 Exemplos. Calcular as integrais

@ I%;dx
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Fazemos u = Vx . Entido, du = L dx . Temos,

2x

jﬂ;dx=21nlsecw/§|+c.
Vx

@ | cotg In %) |
X
Fazemos u = In x. Entdo, du = 1/x dx. Temos,

jc"tgx(]nx)dx=1nlsen (n x)l + C.

7.1.5 As integraisj sec u du e j cosec u du .

Temos,

Nestas integrais usamos um artificio de calculo para podermos aplicar o
método da substituigado.

Na integral da secante, multiplicamos e dividimos o integrando por sec u + tg u.

sec u (sec u + tg u
Jsecudu:j ( g)du.
. sec u +tg u

Fazemos v =secu+tgu. Entdo, dv = (sec u - tg u + sec? u) du. Portanto,

Jsecudu = J.%X

= Inhl+C

In isec u + tg ul + C.
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Na integral da cossecante, multiplicamos e dividimos o integrando por
cosec u — cotg u. Temos,

cosec u (cosec u — cotg u)
cosec u — cotg u

J cosec u du = j

Fazemos v = cosec u — cotg u. Entdo,

dv = [—cosecu - cotg u— (—cosec? u)] du

2

= (cosec” u —cosec u - cotg u) du.

Portanto,

J cosec u du

[
v
= Inlvi+C
= Inlcosecu—cotgul+C.
7.1.6 Exemplos. Calcular as integrais
0) J sec (5x — @) dx. VoY Coalve Z(\ﬁ(
Fazemos u = 5x — m. Entéo, du = 5dx. Portanto,

I sec (5x — m) dx = J % sec u du IR IS AR SR R

1

51n|sec(5x—~7t)+tg(5x—7t)|+c.
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. 3 _do
(i) .
w6 sen 20
Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida

do '
sen? O

I =

Para isso, fazemos u = 28. Entdo, du = 2d0. Portanto,

do
sen 20

= | cosec26 a0
= %J.cosecudu

= %ln lcosec 20 — cotg 201 + C.

Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

/3

w3 de 1
jn/6 wen2f - EhllcoseCZthothBI

/6

In | cosec 2 _ cotg%

3

B |

1
;_21‘1 3

In 3.

B |

L
COSEC ~ —
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7.2 INTEGRACAO DE ALGUMAS FUNCOES
ENVOLVENDO FUNCOES TRIGONOMETRICAS

/"'4
7.2.1 As integrais _[ sen"u du e I cos”u du , onde n é um niimero
inteiro positivo.
Nestas integrais, podemos usar artificios de cdlculo com auxilio das identida-
des trigonométricas

2 Zx=1 (1)

seén” x + cos

2 1 — cos 2x

sen” x = T . 2)
cos? x = 1+ cos 2x ZOS 2z, €))

visando a aplicacdo do método da substitui¢do. Os exemplos que seguem ilustram os
dois possiveis casos: n € um nimero {impar ou n é um nimero par.

Estas intcgrais também podem ser resolvidas com auxilio das férmulas de
reducdo ou recorréncia, conforme veremos na Secdo 7.2.11.

7.2.2 Exemplos. Calcular as integrais

(i) j cos® x dx.

Vamos inicialmente preparar o integrando para a aplicagdo do método da
substituigdo. Observamos que o artificio que usaremos € valido sempre que # for um
nimero {mpar. |

Fatorando convenientemente o integrando e aplicando a identidade (7), temos

cos’x = (cos®x)?-cosx

= (1 -sen®x)’cosx
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= (1-2sen’x+sen®x)cosx

Portanto,

Jcoss x dx

) J. sen? 20 d0 . /(

4

cos x — 2 sen? x cos x + sen? x cos x.

4

J.(COS).’—"ZSGHZXCOS X + sen” x cos x) dx

-[COSXd)C—ZISGHZXCOSXdX+JS€n4XCOSde

2 1
sen x — 3“ sen3 x + E sen’x + C.

. . ;
. . oA ﬂ
~ - B ;:. 3

e ~

Usando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, temos

sen20 = sen?20 - sen 20

= (1-cos®26)-sen 20

= sen 20 — cos? 20 sen 26.

Portanto,

J‘ sen® 20 dO

= _f (sen 20 — cos? 20 sen 20) dO

j sen 20 4O — j cosZ 28 sen 20 d0

_ 1 1 3
= 2cos29+6c:oerB+C.
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Gii) j sen® x dx .

Neste exemplo n € um nimero par. Na preparagdo do integrando, usamos agora
as identidades (2) e (3). Temos,

sen*x = (sen?=x)?
_ 1—cos?.x2
- 2
1 | 2
= Z(l—2cos?.x+cos 2x)
1 -1+cos4x
= 4(1—2c052x+ > ]
3 1 1
= 8—20082x+gcos4x.
Portanto,
3 1 1
4 _ 2 sl
jsen x dx —J'(820052x+scos4x)dx

1 1
x—43en2x+32 sen 4x + C.

]
oo [

Observamos que o raciocinio usado neste exemplo € véilido para as poténcias
pares.

7.2.3 A integral J sen” u cos” 4 du, onde m e n sio inteiros posi-

tivos.

Nestas integrais, a preparacao do integrando deve ser feita visando 2 aplicagio
do método da substituicdo, da mesma forma que foi feito em 7.2.1 ¢ 7.2.2.
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Quando pelo menos um dos expoentes é impar usamos a identidade (/) e
quando os dois expoentes sdo pares usamos (2) e (3) e, eventualmente, também (/).

7.2.4 Exemplos. Calcular as integrais
(D) j se’ x - cos® x dx .

Preparando o integrando, temos

5 2

sen> x cos? x 2

(sen® x)? - sen x - cos?x

= (1—cos?x)?-senx-cos’x

= (1-2cos?x +cos*x)senx cos’x

2 4 6

= CO8“X senx—2COs8 X Senx + Cos”x Sen x.

Portanto,

4 6

J sen® x cos® x dx J (cos?x senx — 2cos*x senx + cos®x senx) dx

\

= j cos?x senx dx — 2 j cos? x senx dx

+ j COSGX sen x dx

_ 1
= 3 cos®x + % cos’ x — 5 cos’x +.C.

. 2 4 R -
(ir) jscn x cos” x dx. fren (00 )_(57-

Preparando o integrando, temos
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2 4

sen“x cos” X sen? x - (cos? x)?

1—cost_ lﬂl-coszx2
2 2

= é(l%—cost—cosZ?x—coss’Zx)

= %{1+cost—1L;M—(1—sen22x)cos2x}
_ 1 1 1_5
= 16 16cos4x+83en 2x cos 2x.
Porfanto,
Jsenzxcos"'xdx = J. L—icos4x+lsen22xcos2x dx
16 16 g _
_ 1 1 1 4
= 16){ 643en4x+4gscn 2x + C.

Ve

(iii) J sen* x cos* x dx.

Quando m e n s3o iguais, também podemos usar a identidade

sen x cos x = % sen 2x . | | )
Temos,

| 4
sen*x cos*x = (2 sen QxJ

_ L 2 9,32
= 16 (sen® 2x)
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_ “L 1—cos4x2
T 16 2

= é (1 — 2cos 4x + cos® 4x)
1 1 + cos 8x
= 64[1—2cos4x+ ) J
3 1 1
= 128 " cos 4x + 128 cos 8x.
Portanto,
J‘se_n“x cos* x dx = J.[T;_S_SLZCOS 4x+$cos Sx]dx
3 1 1
= 128 x ~ 128 sen 4x + 1024 sen 8 + C.

7.2.5 As integrais J tg" u du e j cotg” u du, onde n é inteiro posi-

tivo.

Na preparacdo do integrando, usamos as identidades

tg2u sec’u—1 e . B)

cotg?u = cosec?u—1. 6)

Os artificios sdo semelhantes aos usados nas se¢des anteriores. Temos,

tg'u = tg" 2u-tg?u

n—2

= tg" 2u(sec’u-1)
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cotg"u = cotg’ 2 u-cotg?u

= cotg" 2 u (cosec? u — 1).

7.2.6 Exemplos. Calcular as integrais
) [ 3040

Preparando o integrando, temos
tg?30 = tg30-1g?30
= tg30(sec*36-1)

= tg 30 sec? 30 —tg 30.

Portanto,

[ww3ed = [ g 30 sec? 30 - 1g 30) do

_ %tg239+%lnlcos39i+c.

@) | cotgh 2x dx.

Preparando o integrando, temos

cotg2x = cotg? 2x - cotg? 2x

cotg? 2x (cosec? 2x — 1)
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= cotg? 2x - cosec? 2x — cotg? 2x
= cotg? 2x - cosec? 2x — (cosec? 2x — 1)

= cotg? 2x - cosec? 2x — cosec? 2x + 1.

Portanto,

j cotg 2x dx = j (cotg? 2x - cosec® 2x — cosec? 2x+ 1) dx

= —écotg32x+%cotg2x+x+c.

7.2.7 As integrais f sec"u du e J cosec” u du, onde n é inteiro posi-
tivo.

Estas integrais, para o caso de n ser um nimero par, sdo resolvidas utilizando

as identidades (5) e (6). Temos,

n=-2

sec x = (sec? x) 2 - sec® x

n—2

= (tg2x+l)2 . sec? x

n—-2

cosec® x = (cosec? x) 2 - cosec? x

n—2
= (cotg2 x + 1) 2 . cosec? x.

Quando n for impar, devemos aplicar o método da integracdo por partes visto
na Secdo 6.5.
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7.2.8 Exemplos. Calcular as integrais
(i) J cosec® x dx.

Preparando o integrando, temos

cosec® x = (cosec? x)? - cosec? x

= (cotg? x+1)?- cosec? x

= (cotg* x + 2 cotg? x + 1) cosec? x

= cotg? x cosec? x + 2 cotg? x cosec? x + cosec? x.

Portanto,

\\

_[ cosec® x dx = j (cotg® x cosec? x + 2 cotg® x cosec® x + cosec’x) dx

= —%cotgsxnscotfx—cotgx+c.

(i) jseci‘*x dx .

Nesta integral, vamos usar o método de integragdo por partes. Seja

u = secx = du = secx-tgxdx
dv = sec’xdx = vy = Jseczxdx=tg x.
Entao,

J.sec3xdx = secx-tgxﬂ_"tgx-secx-tg'xdx
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Adicionando '[

2J. sec’ x dx

ou

Jsec3xdx=

= secx-tgx—jtgzxsecxdx
= secx-tgx——j(seczx—'l)secxdx-

= secxtgx—jsec3xdx+jsecxdx.

sec® x dx a cada membro, obtemos

fl

secxtgx+Jsecxdx

secxtgx+Inlsecx+tgxl

1l

1 1
) sec x tg x t In Isec x + tg x| + C.

407

7.2.9 As integraisj tg"u sec"u du e I cotg”™ u cosec” u du, onde m e

n sdo inteiros positivos.

Quando m for impar ou 7 for par, podemos preparar o integrando para aplicar
o método da substitui¢do.

Quando m for par e n for fmpar a integral deve ser resolvida por integragio
por partes. Os exemplos que seguem ilustram os diversos casos.

7.2.10 Exemplos. Calcular as integrais

th7 x sec® x dx.

Neste exemplo n é par. Podemos, entfio, preparar o integrando para aplicar o
método da substituigdo. Temos :
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tg’ xsec®x = tg’ x(sec? x)? sec? x

= tg7 x(tg2 X+ 1)2 sec? x

= tg'x(tgtx+2tg?x+ 1)sec?x

= tgllx sec?x+21g° x sec?x+tg’ x sec’x.
Portanto,

I tg’ x sec®x dx j (tg'! x sec?x + 2tg’ x sec?x + tg’ x sec? x) dx

_ 1 1 10 1 s
= 12tg-x+5tg x+8tgx+C._

i) j tg’ x sec® x dx.

Neste exemplo m € impar. Podemos, entdo, preparar o integrando como segue

S

tg’x sec> x= (tg2x)>tgx sec?

X seCx

(sec?x—1)% sec*x secx tgx

6

= (sec®x-3 sec®x+3 sec®x—sectx) secx tg x.

Portanto,

I tg’ x sec® x dx J (sec!® x — 3 sec® x + 3 sec® x — sec* x) secx tgx dx

S S SRS SR U A
= g sec! x — 3 seC x+ 3 sec foSeQSx+C-

Observamos que, no exemplo (i), poderiamos preparar o integrando de forma

idéntica a preparacdo do exemplo (i), pois m = 7, isto €, m é impar. Os resultados
seriam equivalentes.
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i) [ tg? x sec® x dx.

Reescrevendo o integrando, temos

thzxsec3xdx J(seczx—l)sec3xdx

= j(secsx—sec3x)dx
= J‘secsxd.x—jsec}xdx.

Recaimos em duas integrais que devem ser resolvidas por partes, como foi
feito no exemplo 7.2.8(ii). Temos, '

_[tgzxsec3xdx= J.secsxdx—J'seCB‘xdx

= ‘I‘SCCBIt x—lsccxtx
T g Y IBY Ty 8

—é]nlsecx+tgxl + C.

Observamos que as integrais I sec> x dx e J. se x dx também podem ser |

calculadas usando a férmula de recorréncia que serd dada na segdo seguinte.

7.2.11 Férmulas de Redu¢io ou Recorréncia.

O método de integragdo por partes pode ser usado para obtermos férmulas de
reducdo ou recorréncia. A idéia é reduzir uma integral em outra mais simples do mesmo
tipo. A aplicacdo repetida dessas férmulas nos levard ao célculo da integral dada.

As mais usadas s3o:

: -1 n-1 '
I sen” u du = T sen” ! u cos u + j sen" "2 u du; N
n
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J. cos” u du = % cos" ! usen u + — L I cos"~ % u du; &)
N 1 n-2 n—2 et — 2 .
sec” u du = sec utg u+ sec u du: £
n-1 n-1
n -1 n-2 n-2 n-2
J. cosec” u du = cosec" “u cotgu + ——— j cosec” " “u du. (10)
n-1 n-1

Prova de (7). Seja

W = sen*lu

= du'= (n-1)sen™2ucos udu

dv = senudu = v = Jsenudu=—cosu.

Integrando por partes, vem

J. sen"udu =

-2

sen” ! u (—cos u) — J. (—cosu)-(n—1)-sen” *u-cos udu

~sen” L ucosu+ (n—1) | sen” 2 u cos® u du

o
—sen® ! ucos u+ (n—1) | sen® % u (I - sen® u) du
—sen” ' ucos u+ (n—-1) J (sen” 2 u — sen” u) du

—sen” 'ucosu — (n—-1) J sen” u du

+ (=1 [ sen™2udu.
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Somando (n — 1) _[ sen” u du em ambos os membros, obtemos-

_njsen" udu=—sen” ' u cosu+(n-1) I sen” % u du

ou,

-1 _ n-1
Jscn"udu=—sen"1uc0_su+ n Jsen"“zudu,
n

o que prova (7).

7.2.12 Exemplo. Aplicar uma férmula de recorréncia para calcular a integral

J-sen5 2x dx .

Fazendo u = 2x, temos du = 2 dx. Entio,

jsenSZxdx = ;Jsensudu_
_ %[:Slsen"'ucosu+f;'~_j‘sen3udujl
- I—ésen“u cosu+§[%}scn2u cosu+§—J.senudu]
= ;—ésen4ucosu_—%senzucosu—liscosu+C
1

2 4
_ =1 4 - 2 _a
= 10 sen” 2x cos 2x T sen“ 2x cos 2x 15 cos2x+C.
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7.2.13 Integracdo de fun¢des envolvendo seno e cosseno de arcos dife-
rentes. ‘

As identidades trigonométricas

sen a cos b = % [sen (@ + b) + sen (@ — b)] (1)
sen a sen b = % [cos (@ — b) — cos (a + b)] (12)
cos a cos b = % [cos (@ + b) + cos (a — b)] (13)

auxiliam na resolugdo de integrais envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes. Os
exemplos seguintes ilustram alguns casos.

7.2.14 Exemplos. Calcular as integrais
) | sen 4x cos 2x dx.
Usando (/7), vamos preparar o integrando. Temos,

sen 4x cos 2x = 1 [sen 6x + sen 2x].

i 2
Logo,
fsen4xc052xdx = %J[senﬁx+sen2x]dx
1 :
= 5[Jsen6xdx+]sen2xdx]
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1] 1 1
= 2[6(—c036x)+2(ﬂ0052x)}+c

[% cos 6x + cos 2x}+C.

B

(i) I sen 5x sen 2x dx.
Usando (/2), temos

1 _
) j [cos 3x — cos 7x] dx

J. sen Sx sen 2x dx

N | —

= Ucos?}xdx—jcoshdx]

111 1
= 5 _ 3 sen 3x — 5 scn7x:| + C.
(i) j cos S5x cos 3x dx.
Usando (/3), temos
1
'[ cos 5x cos 3x dx = 5 J. [cos 8x + cos 2x] dx

= % JcosSxdxijcostdx]
= lrlse:n81|c+lsen2x + C
- 2|8 2

%sen8x+scn2x}+c.

|
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7.3 INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO
TRIGONOMETRICA

Muitas vezes, substituigdes trigonométricas convenientes nos levam 2 solugdo
de uma integral. Se o integrando contém fung¢des envolvendo as expressdes

Va — u? ,Va® + u* ou Vu* — %, onde a > 0,

¢ possivel fazermos uma substitui¢do trigonométrica adequada.

As Figuras 7.1 (a), (b) € (c¢) nos sugerem tal substituicdo.

2 u S‘ﬁ% u p NI - &
6 0 | < I
& - f a a

(a) | - (b) (c)
Figura 7-1

(!) A fungio integrando envolve V& — u2.

Neste caso, usamos # = a sen 6. Entdo, du = a cos 6 d0. Supondo que

-7 |
— £ 06 £ 7, temos
2 2

a - —u = \/az—azsenze

= ~a? (1 — sen? 0)

= Va* cos® @

acos 0.
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(if) A funcao integrando envolve Vu? + & .

Neste caso; usamos u = a tg 6. Entdo, du = a sec® 6 d0. Supondo que
-1 '

— < B < T temos
2 2’ o :

V& + 2 = Va* + d® 1g% 0

= Va* (1 + tg? 0)
= 'azseczev

= asecH.

(iii) A funcéo integrando envolve Vu? — & .

Neste caso, usamos u = a sec 0. Entdo, du = a sec 0 tg 06 d0. Supondo 0 tal

que 0 <0 <g ou ® <O <3—2nstemos

W —a* = V& sec 20 - &2

= Va? (sec2 0 — 1)
= Vg2 0

= atgh.
7.3.1 Exemplos. Calcular as integrais
2 x?
Neste exemplo, usamos x = 3 sen 0. Entéo, dx = 3 cos 0 d0. Assim,

V9 — x¥2 =13 cos G,para_—znsesg.



416 Célculo A — Fungées, Limite, Derivacdo, Integragdo

Logo,
jg_ =l-ﬁosz—e-3cosﬂd6
2 Y 9 sen” 0
1 ¢ ‘
= 5 cotg’ 6 d©

- 1 2
= 5 J. (cosec“ 0 — 1) dO
= %(~cotg9—6)+c.

Devemos agora, escrever este resultado em termos da varidvel original x.

' T X
Sabemos que, se x = 3 sen 0, ) <0< %,entﬁo 0 = arc sen 3

Observando a Figura 7.1(a), vemos que

| o<
cotg 0 = ——.
X
Portanto,
J‘\l9— 1 9 — x?
= = —M—mcsen— + C.
2 X 3

3 X
S vk

Neste exemplo, usamos x = 2tg 8. Entio, dx = 2 sec? 0 d0. Assim,

Va2 +4 =2 sec 0, para:2E<9<g.
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Logo,
2 1r4tg?e 2
'[3r_—_x2+4dx = 3 Zsece-Zsec 0 do

W |

.tgzﬂsecﬂde

w4

-(secze—l)seced(-)

j(sec3 0 — sec 6) 4.

w i

Usando a férmula de recorréncia 7.2.11(9), vem

<2 4{1 1 }
——dx = ~secB@tgO + < | secO d9 — | sec 6dO
'[3‘\/x2+4 312 2‘[ J

sethgG—%InIsecG+tg91+C.

W [N

Vamos agora, escrever este resultado em termos da varidvel original x. Obser-
vando a Figura 7.1(b), escrevemos

V2 + 4 x
seCcO=—F etgO=""-
2 . 2
Portanto,
J.—xl—a!x 2 VP2+4 x 2 (N2 H4 x|
3VZ + 4 -3 2 2 3 2 2
=éx\}xz+4—§1ni x2+2_4+x +C.
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Este resultado poderia ainda ser escrito como

x 1 2
————dx=- xR +4 - In(NZ+4+ D,
JBx2+4 6x + 3 ( x) +

onch:C+%In2.

iy [ 22—
2N2 — 16
Neste exemplo, usamos x = 4 sec 0. Entdo, dx = 4 sec 0 tg 8 d0. Assim,

W16 =41g0,parn0<0 < o nse<§2—“—-

Logo,

J‘ dx J‘ 4sccetged6
2v2 - 16 64 - sec? 9 -4 .1g0
1 do

64 7 sec’ B

[ cos? 0 46

R[-

* 1 + cos 20
2

dé

R~

1

78 [ @ + cos 20) a8

1 1
128 0 + 5 sen 20) + C.
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Vamos agora, escrever este resultado em termos da varidvel original x. Obser-
vando a Figura 7.1(c), escrevemos

senézm—u; cosﬂ—i.
X X

Da identidade trigonométrica

1 sen 28 = sen 0 cos 6

2

vem que
1 V22 - 16 4
—sen286=-————_.—:

2 X b

Para substituirmos o valor de 0 , devemos tomar algum cuidado. Iniciaimente,
observamos que a funggo integrando est4 definida para valores de x >4 ¢ x < 4.

Para x > 4, temos que secezﬁ>1 ¢ portanto , 0 = arc seci,
)
<0<
0 2

X . X
Para x < — 4, temos que sec 0 = 4 < —1. € sua inversa [arc sec 4J toma

valores entre 323 e © (ver Secdo 2.15.4).

ST . in
Como ao fazermos a substituicdo x = 4 sec 0, assumimos que * < 0 < E3

X
e como sec (2n — a) = sec a, para x < — 4, podemos escrever 86 =21 —arc sec
in
n<0< -
2
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Portanto, para x > 4, temos

I x - arcsec£+————4x2_16 + C
) N2 _ 16 128 PR

e parax <—4,

J- & - L 2n—arcsec£+ff—xi_—16— + C
2VZ - 16 128 4 X 1
S U R SN 5./ Sl I s
T 128 4 2 ’
T
onde C = 73 + Cl_.
7.4 EXERCICIOS
Nos exercicios de 1 a 35, calcular a integral indefinida.
I. J- serjl;ﬁ dx | 2, J cos x - cos (sen x) dx
3. [ g 4 [xg@+1a
J cos x d
5. -C—Mgfﬁzdx 6. -sec(x-}-l).dx
7. [ sen (¢ + 0) dt 8. d. x cosec x> dx
0. [ cos x - tg (sen x) dx 10. ' sen> (2x + 1) dx
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11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

27.

29.

31.

33

3s.

36.

cos® (3 — 3x) dx 12. J' 2x sen® (o — 1) dx
e cos? (e¥ — 1) dx 14. J' sen® 20 cos* 20 do
j sen® (1 — 20) cos® (1 — 26) db 16. j sen'® (¢ — 1) cos (t — 1) dt
% tg° (In 0) 4O ‘ 18. | tg® x cos* x dx
cos? x dx 20. tg4 x dx
" sen®. x ] 5
—a dx 22. 15 sen” x dx
Y Ccos Xx -
15 sen? x cos® x dx 24. 48 sen® x cos'x dx

_ 2
j cos® 3x dx 26. j r3—"f}s—x dx
sen” x
I sen 3x cos 5x dx 28 tg? 5x dx
. 3
J-sene)tsen(mt+6)dt : 30. E%—de ‘
Y sen” x
[ 4 6 8 [ x 3 o
sec’ t cotg® ¢ sen” t dt 32. ——— ¥ NP -1 &
’ N2 -1
sec® (1 — 4x) dx 34. | cosec* (3 - 2x) dx

Jx c:otg2 2% - 1) cosec? (X2 — 1) dx

Verificar as férmulas de recon'éncié (8), (9) e (10) da Secgéo 7.2.11.
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37.  Verificar as férmulas:
(@) J-tg"uduzni N tg"‘ll u—jtg"_zudu
(b) J' cotg” u du = nh_ I cotg” 1 u — j cotg” "2 u du
38. Calcular a 4rea limitada pela curva y = cos x, pelas retas x = g e x = 3—;— e o eixo dos x.
39. Calcular a 4rea limitada pory=2[senx|,x=0,x=2n ¢ o0 eixo dos x.
40. Calcular a area da regido limitada pory=tg>x, y=1ex=0.
41. Calcular a area sob o graficode y = cos® x, de 0 até =.
42. Calcular a 4rea sob o grificode y = sen’® x, de 0 até T.
43, Calcular a 4rea sob o graficode y = sen> x, de O até 7.
| 2 2 T ., 3n
44. Calcular a 4rea entre as curvas y =sen“xe y = cos“ x, de 2 at 2
Nos exercicios de 45 a 67, calcular a integral indefinida.
5. | —& 46, | —2—
" 2N2 -5 " N9 _— 167
47. P dx 48. '(1 — 4P a4t
A P | . |
49. | 2N 2 ax 50. |2 N2 +3 ax
, [ Sx + 4 2
51, | ——— dx 52, j(x+1) V2 + 1 dx
A NZ+1
P &
53. ——— dt 54. J' —— dx
N2+ 16 Ve + 1
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55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

68.

70.

72.

r dt

sg_lfﬁa_lf—9'

56

58

60

62.

64

66

.
B

R

s

(x+ 1)
et
(x + 3)
e

N R

. J.(\l1+x2+2x)dx

Nos exercicios de 68 a 72, calcular a integral definida.

|
0 V32 + 2

| =
1 £ V4 + 2

69.

0

3 dt
s J‘rw/f e V9t2_+ 16

/2b -
r NaZ — b2 x2 dx, O<a<b
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7.5 INTEqRAng DE FUNCOES RACIONAIS POR
FRACOES PARCIAIS

No Capitulo 2, vimos que uma fungfo racional fx) € definida como o quo-
ciente de duas fungdes polinomiais, ou seja,

- px),
) g(x)

onde p(x) e g(x) sdo polinémios.
As integrais de algumas fungdes racionais simples, como por exemplo

i, 1 2> 1
2 X+l 2+1 22+6x+13

sdo imediatas ou podem ser resolvidas por substituicdo e j4 foram vistas anteriormente.

Nesta secdo, vamos apresentar um procedimento sistemdtico para calcular a
integral de qualquer fungdo racional. A idéia bisica é escrever a fungdo racional dada
como uma soma de fragGes mais simples. Para isto, usaremos um resultado importante
da Algcbra, que € dado na proposic@o seguinte.

7.5.1 Proposicdo. Se p(x) é um polindmio com coeficientes reais, p(x) pode ser
expresso como um produto de fatores lineares e/ou quadriticos, todos com
coeficientes reais.

7.5.2 Exemplos.

(©) O polindmio g(x) = X2 -3x+2 pode ser escrito como o produto dos
fatores Iineares x —2 e x — 1, ou seja, g(x) = (x 2) (x—1).

(if) O polinémio g(x) = x> — x* + x — 1 pode ser expresso como o produto do
fator linear x — 1 pelo fator quadrético irredutivel x* + 1, isto &,

gE =2+1) (x-1).
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(iii) p(x) = B(x + %] (x — 12 (** + 3x + 4) é uma decomposigao do poli-

némio p(x) = 3x° + 4x* — 2x3 — 16x2 + 7x + 4.

p(x)
q(x)
subordinada ao modo como o denominador g(x) se decompde nos fatores lineares e/ou
quadréticos irredutiveis. Vamos considerar os varios casos separadamente. As formas
das respectivas fragbes parciais sdo asseguradas por resultados da Algebra e ndo serio
demonstradas.

A decomposic¢io da fungdo racional fix) = em fragGes mais simples, estd

Para o desenvolvimento do método, vamos considerar que o coeficiente do
termo de mais alto grau do polinémio do denominador g(x) é 1. Se isso ndo ocorrer,
dividimos o numerador e o denominador da func¢io racional f{x) por esse coeficiente.

Vamos supor, também, que o grau de p(x) € menor que o grau de g(x). Caso
isso ndo ocorra, devemos primeiro efetuar a divisdo de p(x) por g(x).

As diversas situagdes serdo exploradas nos exemplos.
12 Caso. Os fatores de q(x) sdo lineares e distintos.

Neste caso, podemos escrever g(x) na forma

q(x) = (x - al) (x - 612) oo (x - an):
onde os a, i = 1, ..., n, sdo distintos dois a dois.

A decomposi¢o da funcfo racional flx) = % em fragOes mais simples é
dada por

onde A}, A,, ..., A s80 constantes que devem ser determinadas.
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7.5.3 Exemplos

x—2

) Calcular [ = ; dx .
Solugdo. Temos,
x =2 B x—2
X ~32 - x+ 3 -1 &+1) &x-23)
A 4, A3

x-1 x+1 x-3"
‘Reduzindo novamente ao mesmo denominador, vem

. x—2 x+DEx-3)A, +(x-Dx-3)A, + (x - D){x + l)A3
(x- D+ Dx-3) (x-1) (x+1) (x-3)

(2-2x-3) A, + (P -4x+3)A, + (P -1)A,
-1 @&x+1) &-23)

(A +A, + AP + (- 24, —4A)x + (~ 34, + 34, - A)
(x-1) (x+1) (x-3) '

Eliminando os denominadores, obtemos
X=2= (A, +A, + A) X2 + (<24, — 44) x + (=34, + 34, - A,).
Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, segue que

A+ Ay +A = 0
24, — 44 =1

2
34, + 34, - A, = 2.

3
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Resolvendo o sistema de equagdes, obtemos

1 -3 1
A1=Z’A2=? CA3_—_§-

Portanto, a decomposigéio em fragdes parciais € dada por

x -2 . 1/4 +_—3/8+ 1/8
x-—1) (x+ Dx-13) x-1 x+1 x-3
_ 1t 1 3 1 1 1
4 x-1 8 x+1 8 x-3
e entao,
1 dx 3 dx 1 dx
I = 4-[x-1_ij+1+ij—3
= llnlx—ll—élnlx+1l+l}nbc—3l+c
T4 8 8 )

Observamos que existe outra maneira pritica para determinar os valores das
constantes A,, A, € A;. Eliminando os denominadores na igualdade

x—2 _ A + 4 + A,
x-DE+DHEx-3) x-1 x+1 x-3°

obtemos

x-2=x+1Dx-3)A,+(x-1) x-3NA,+x-1)x+1)A,.

Podemos, agora, determinar Al, A, e A3 tomando valores de x que anulem os
diversos fatores, como segue:
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x=1-51-2 = (1+1)(1—3)A1+(1—1)(1—3)A2+(1—~1)(1+1)A3

~1= -44,

L
4’

=
Il

I
[y
|
—
I
b
Il

(-1+1) (-1-3) A, + (-1 -1) (-1-3) 4,

+ 1-D(-1+1)4,

-3 = B8A,
-3
A, = i

x=3-3-2 = (B+1DB-3)A+B-DB-HA,+G-D)G+1)A,

1 = 84,

1

A3= g
g B — 453 »
(ii) Calcularl—_[2x3+x2_2x_ldx.

Solugdo. Para resolvermos este exemplo, devemos inicialmente preparar o

integrando.

Como o grau de p (x) é igual ao grau de g (x) efetuamos a divisdo dos
polinémios. Temos,

— 4x3 PN 2% —4x — 2
20+ -2 -1 263 + 2 -2 -1




‘Métodos de integraciio 429

Portanto,

| o
L= -[_de+".2x3+x24—xe2—1dx

= 2x+1,

22 — 4x - 2
23 + 2 -2 -1

onde I1 =

dx .

Para resolver /,, ainda necessitamos preparar o integrando. Dividindo o nu-
merador e o denominador da funcio integrando por 2, vem

J- 1/2 (22 — 4x — 2)
172 2 + 2 - 2x - 1)

_ J‘ 2 - 2 — 1 .
—xz—x—a
. 1
Como as rafzes de q(x)=x3+5x2—x—5 sio x=1,x=-1/2
e x=-],temos
¥ - 2x -1 ! 4, Ay

x-1 x+172 T x+ 1

1 1
x3+2x2—x—2

Eliminando os denominadores, obtemos

P-2-1=G@+12) G+ DA +@x-Dx+ DA+ x—1) (x+12)4,.
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Substituindo x pelos valores x = 1, x = —-1/2 e x = -1, vem

x=1 -5 -2 = %-Z-Al
2
A = —5;
1 3 1
x——2 — 1/4— *‘Z—'E'Az
1
A, = ~—§;
=-1 2 = 2 -1 A
r=-1 = - 2 s
A, = 2
Portanto,
¥-2-1 __ 2 1 1 1, 1
1 1~ 3 x-1 3 x+1/2 x+1
D I -
2 2
e entdo,
2 dx 1 dx dx
L = _3jx—1_3-[x+1/2+zjx+1
2 1

H

—§]an—1l—§1nlx+1/2I+21nlx+1I+C1.
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Logo,
2 1
I = —Zxﬂglnlx—1I—§1nl.7c+1/2]+2]nlx+1!+C1
2 1 1
= —2x—§]nlx—li—glninJrll~l—§1r12+21nbc+1l+C1
2 1
= —2x—§hllx—1l—§m|2x~ljll+21nlx+11+C,

onde C = C, +l In2.
3
22 Caso. Os fatores de q(x) sao lineares sendo que alguns deles se repetem.

Se um fator linear x — a; de g(x) tem multiplicidade r, a esse fator corres-
ponderd uma soma de fragdes parciais da forma '

B

BI B2 r
. +

x —a) i (x — c:tl.)"‘1 e (x - a) ’

onde B, Bz, ..., B, 880 constantes que devem ser determinadas.

7.5.4 Exemplos

® Caloular | £ 4 f’;;zl dx .

Solugdo. As rafzes de g (x) sfio x =2, x = -2 ¢ x =0, sendo que x = 0 tem
multiplicidade 2. Assim, o integrando pode ser escrito na forma

X+ 3x-1 _ X +3x -1
A -42 T - +2) A
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I + 4 +§—1+~B—2-
x—-2 x+2 X X

Eliminando os denominadores, obtemos

P4+3x-1 = x+)x2A +Gx-2)xA,+(x-2) (x+2)B,

+ (x-2)(x+2)xB,.

Atribuindo a x os valores x = 2, x = 2ex= 0, vem

13
x=2 = 13=4-4A1, AIZE;

15
=0 1= B -1
x=0 > -1=2.2B, B =3

Por esse procedimento ndo conseguimos determinar o valor de B,. Para deter-

miné-lo, tomamos uma equacio conveniente do sistema obtido igualando os coeficien-
tes das mesmas poté€ncias de x. Usando a igualdade dos coeficientes de x>, obtemos

1 = A1+A2+B2
13 15
1 1—6— +1—6 +BZ
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Portanto,

P +3x-1 13 1 15 1

_ 1 1 3 1
F_42 16 x-2716 x+2 4 2 4 x’
€ entdo,
©4+3x-1 13 dx 15 dx 1 tdce 3 (dx
x* - 442 & = 16J.x—2+1ij+2+4jx2‘4jx
13 15 1 3
= 16 Inlx-21 + 16 ]nix+2|—4x—4 Inkl+C.

(ii) Calcular fl 5 12;+6x_ - dx.

Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida

X
I = dx .
J8x3—12,x2+6x-1

Como o coeficiente do termo de mais alto grau do polinémio do denominador
¢ diferente de 1, para resolvermos /, necessitamos preparar o integrando. Dividindo o
numerador ¢ o denominador da fung¢éo integrando por 8, vem
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32 3x 1 : 1 o e
> + 4 "3 tem raiz x = 5 com multiplicidade

3. Assim, o integrando pode ser escrito na forma

O polinémio g(x) = x* —

Eliminando os denominadores, vem

x = A1+(x—-;]A2+(x—%J2A3

1 1
= A+ (A +A)x+ T A -5 A

2 5 A+ A

Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, segue que

A3=0

. Az— A3=1
1 1

A1_5A2+ZA3=0

Resolvendo o sistema de equagdes, obtemos
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€ entao,

_ 1y 1 ¢ ax _dx
I = S{ZJ(x—1/2)3+J.(x'—I/2)2J

RN I R N U B
8 4 x-17272 x-17

Logo,

2
X
L 8x° —12x% + 6x— 1

5

| p—a

-1 1
-8 [4(x - 172 x- 1/2}

1 -1 1 1 1
= = — + +
814(2-1/27 2-172 4(1-1/2? 1-1/2

S
18"

Observamos que o procedimento prético adotado nos exemplos anteriores para
calcular as constantes das fragSes parciais, ndo é eficiente neste exemplo, pois ele
fornece apenas o valor de uma das constantes. No entanto, ele pode ser usado como
ferramenta auxiliar.

32 Caso. Os fatores de q(x) sdo lineares e quadrdticos irredutiveis, sendo que os fatores
suadradticos ndo se repetem.

A cada fator quadritico x? + bx + ¢ de g(x), corresponder4 uma fragéo parcial
Iz forma
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Cx+ D .
X +bx+c

7.5.5 Exemplos

2% + 5x + 4
) Calcular I = dx .
@ cwar L+ +x-3

O polinémio g(x) = x> + x> + x — 3 tem apenas uma raiz real, x = 1. Sua
decomposig@o em fatores lineares e quadriticos € dada por

gx) = (x - 1) &% + 2x + 3).

Podemos, entfo, expressar o integrando na forma

222 + 5x + 4 A Cx + D

= + .
B+2+x-3 x-1 xX*+2x+3

Eliminando os denominadores, vem
22 +5x+4 = A@+2x+3)+(Cx+D)(x-1)

= A+O0OXx+QA-C+D)x+3A-D,

¢ entao,

A+ C =2
2A - C+D =5
3A -D=4.
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Resolvendo o sistema, obtemos

11 1 9
A—6,C—66:D—6
Portanto,
22 + Sx + 4 11 1 1 x+9

= . + - - s
P+ +x-3 6 x-1 6 2+2x+3

e dessa forma,

/ _EI dx +l x+9
6/ x-1 67 x2+2c+3
11 1
= 61nlx—11+611+C,
onde,
[ x+9
1 2+ 2x+ 3

O integrando de 7, € uma fung¢fo racional cujo denominador € um polinémio
quadrético irredutivel. Integrais dessa forma, aparecem freqiientemente na integragéo
das fungdes racionais e podem ser resolvidas completando o quadrado do denominador
¢ fazendo substitui¢bes convenientes.

Temos,

2+2x+3

P+2x+1)-1+3

= (x+1)* +2,
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e portanto,

x+ 9
I =
! J(x+1)2+2

Fazendo a substituicdo # = x + 1, temos x = u — 1 e dx = du. Entdo,

- 1+9 u+ 8
Lo fusles _fuss,
1 wt + 2 “ ju2+2 "
_ J udu 2 du
ut + 2 w2+ 2

_ 1 2 8 u
= 2ln(u +2)+\/2—arctg\/5+c

%]n(x2+2x+3)+8 d
Logo,

11 111
I = o 1nlx—1l+6[21n(x2+2x+3)+

! dx

() Caleular 0o (2 +x+1DEE+4x+9)

Vamos primeiro, calcular a integral indefinida

1= & :
(x2 +x+ 1) (2 + 4x + 5)

@arctg%+C.

V2

arc tgm
V2

|+
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O polindmio g(x) = (x* + x + 1) (x + 4x + 5) ndo possui rafzes reais e j4 se
encontra decomposto em fatores quadréticos irredutiveis. Podemos, entdo, escrever o
integrando na forma

1 Cx + D, C2x+D
C+x+ D2 +4x+5 L4+x+1 TR i4x+5S

Eliminando os denominadores, vem
1 = (C,x+D) (P +4x+5)+(Cox+D) (X +x+1)
= (C,+C) X +(4C, +C, + D, +D,) x*
+(5C+C,+4D+ D) x+5D, + D,,

€ entao,

+ C,

+C,+ D+ D,

+ C,+4D, + D,
5D, + D,

i
e O OO

It

Resolvendo o sistema, obtemos

3 3
Ci==73: C=13:D =

3]
p—t

1 1 3x +1 1 3x + 8

= . <+ . [}
C+x+ D2 +4x+5 13 2+x+1 13 2+4x+5

e assim,

_Bx+ 1 _{_i 3x + 8
x2+x+1 132 +4x+5
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Completando os quadrados dos denominadores, vem
Izi J‘ —3x-;1 dx+j 3x+28 dx |-
13 (x + 1/2)% + 3/4 x+2y+1

Fazendo a substitui¢do u = x + 1/2 na primeira integral ¢ v = x + 2 na
segunda, obtemos

] =

et ey

- 113:_3j uzid:/4+%j qzjl;/4+3j vziv1 *2 v2d:1]

= i%[ % +3/4)+%-%arctg%u+%1n(v2+1)+2arctgv}+C

= %3{ %ln(x2+ +1)+5T\5arctg2x\[;;1
+%1n(x2+4x+5)+2arctg(x+2)}+C

Logo,

I; (x2+x+1)d(xx2+4x+5)=%|i_%ln3+%r g%+%1n10

5v3 1 3
+ 2 arc tg 3 — 3 arctg\/?’——zln 2arctg2}
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_ 13,256 =« , . 5 m

T 13273773 '3 & 3 6 &
1[3.2 5V

= 13—21n3+ 18 ‘n+2arctg3w2arctg2:|.

4% Caso. Os fatores de q(x) sdo lineares e quadrdticos irredutiveis sendo que alguns

dos fatores quadrdticos se repetem.

Se um fator quadrético x2 + bx + ¢ de g(x) tem multiplicidade s, a esse fator

corresponderd uma soma de fragdes parciais da forma

Clx + D1 sz + D2

+ + ... +
2+ bx+c)f (F+ bx+c)! 2+ bx+c

Csx + DS

7.5.6 Exemplos

x+ 1
x (% + 2x + 3)?

() Calcular I = j

O integrando pode ser escrito na forma

Clx + D1

C2x+D2

x+1 _A
x(O2 4+ 2x + 3?2 x

Eliminando os denominadores, vem

x+1 =

T @43 (Pt x4 3)

AW +2x+3P2+x(Cix+D)+ x (P +2x+3)(C,x+D,)

= (A+C))x*+(4A+2C,+D,)x +(10A +C, +3C, +2D,) x*

+ (124 + D, + 3D,) x + 94,
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e entdo,
[ A + C, =0
4A + 2C, + D, =0
10A + C, + 3C, +2D,=0
124 + D, +3D, =1
9A 1.
Resolvendo o sistema, obtemos

1 i 1 -1 -2
A=g:G=-3:D=3:6=75:D="g"

e assim,

x + 1 _l_l+1_ -x + 1 +l‘ -x -2
x(+22x+32 9 x 3 (F+2x+32 9 £2+2+3
Portanto,

1 de 1 ~x + 1 1 x+2
! = - | "+l —Fd-=- | ——— dx

9-{x 3-|l(x2+2x+3)2 9'[x2+2x+3_

1 1 1

= §lnlxl+§II——9—12,

-x+ 1 x+ 2

onde I, = dx e I, =
! j(x2+2x+3)2 2 X2 +2x+3

A integral 1, € andloga &s que foram resolvidas no decorrer dos exemplos do
32 Caso. Como naqueles exemplos, para resolvé-la, completamos o quadrado do deno-
minador e fazemos uma substituicdo conveniente. Temos,

x+2 x+ 2
1= dx:
2 2+ 2%+ 3 j(x+1)2+2
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Fazendo a substituiciou =x+ 1 ; x=u— 1 e dx = du, vem

I, = Ju+1du

W+ 2
u du
= du +
Ju2+2 “Tlei

_ 1 2 1 u
= 2ln(u +2)+Earctg\5+c

1 1 x+ 1
= 21r1(x2+2x+3)+\]«Z—arctg N>y + C.

Uma integral como /, ndo foi vista anteriormente. Para calculd-la, inicial-
mente, completamos o quadrado do denominador e fazemos a mesma substituigdo que
fizemos para calcular /,. Temos,

—-x + 1
o= J(x2+?x+3)2

_ J‘ —-x+ 1
' [(x + 1)2 + 2)?

—u+ 2 :

= J-mdu | (onde u = x + 1)
= ———— du+ 2| 55

J.(u+2)2“ I(u+2)2

1 du

= -—‘_2 + 2 J 2 2 -

2w + 2) (u" + 2)

: du i
Para resolver a integral J 22 » podemos recorrer a uma substituigdo

trigonométrica como foi visto em 7.3. Fazemos u = V2 tg 0. Entiodu= V2 sec? 0 db.
Assim,
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J‘ du _ J‘ V2 sec? 0 48
(1? + 2)2 Qtg?> 8 + 2)2

_ J‘\Eseczedﬂ
4sec? 9

\f"‘ do

sec? @

= g.’l.coszﬁde

V2 (1 1
4 2cc>sG:renE)+29

2
8

(cos B8 sen 6 + 0).

Para retornar 2 varidvel anterior u, observamos a Figura 7.2. Temos,

s 6 = V2

VZ + u2 ’ ﬂ

rL)f

sen B = ——2—. 0 -

N2 + w2’

\2

0 = arc tg % Figura 7-2
Portanto,

du V2 [ V2 u u
J'(u2+2)2 8’: :,+C
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¢ entéo,

1

= L +2€ \Eu+arcti + C
1T 2w +2) 0 8 |2+ 2 '

Retornando a varidvel original x, vem

1 \E{ﬁ(xﬁun x+1}+c_

I = + + arc t
1T 2@+ 2x+3) 4 |2+um+3 | TR

Substituindo os resultados obtidos para I, € I, na integral /, obtemos

1 1
I = 9lnlJcl+3[

+

1 Ll x+d ﬁarctgx+1
202+2x+3) 2 2+2x+3 4 V2

111 1 x+ 1
~9{21n(x2+2x+3)+ﬁarctg - ]+C

x+ 2 V2 x+1

1
—_ t —_—
6(2+2+3) 36 8

= 9h11x|+

‘Tlgm(x2+2x+3)+c'

Na resolugdo das integrais de funcgdes racionais que se enquadram no 4° Caso,
normalmente aparecem integrais da forma

du
-"m , n=>1.

Se n =1, esta integral nos d4 arco tangente. No exemplo a seguir, encontramos
uma férmula de recorréncia para esta integral, para n > 1.

du ,
(W+a>)"

(if) Determinar uma férmula de recorréncia paral = j n>1.
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Inicialmente, vamos escrever a integral dada na seguinte forma conveniente:

1 @+ - iP
n a2 (u2 + a2)n

_ 1 du v
- (12 l:j (u2 + a2)n—l - J’ (u2 + a2)n du:}

Agora, vamos usar integragdo por partes para resolver a segunda integral.
Temos,

du

_ v [
-[(u2+a2)" du—ju (u2+a2)" du.

Fazendo u'=u = du" = du
_ udu IR 2 R
dv———(uz_*_az)n = vV = 21— n)

vem

u? _ u(u2+az)1‘” (u2+a2)1‘"
—[(u2+a2)" du = 2(1 - n) _I 2(1 - n) du
u(u2+a2)1*" u

N 1 J‘ d
2(1 - n) 2(n-1) (u2 + aZ)n—l ’

Substituindo este resultado na expressio geral de / ,» obtemos

; - L f du ~ u(u2+_a2)1*'* 1 J- du
n a2 (u2 + aZ)n—l 2(1 — n) 2(’1_1) (u2 + a2)n—1
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1 u(u2+a2)1*"+2(n—1)—1'

a2__ 2(n - 1) 2(n —

1 [u@®+ad)!" 2n-3

1)

du
(ul + a2)n—1

du

Logo,

2 20-1 T2m-

(u2+a2)n-1jl‘

2n -3

du

J‘ du _ u(u2+az)1‘"

W + " 24 -1) i 24 (n —

5

(uZ + (12) n—1

dx -
(4x% + 8x + 13)3

(iti) Calcular ! = I

A integral I pode ser reescrita na forma

dx
L= j[4(x2+2x+1)+9]3

_ j dx .
[(2x + 22 +973

Fazendo a substitui¢io u = 2x + 2; du = 2dx, obtemos

1 du
1—21(u2+32)3‘

Utilizando a férmula de recorréncia do exemplo anterior, vem

du

2 +

;o 1 u@? +9) 2 3 .[
2-9-2 2-9-2

(u? + 9)?

|
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1 u 3 lu@®+ 9! 1 du
2 136@+9?% 36| 2-9-1 "2.-9.1J 2409

NS ) ST 1 RS N SR |
2 136+ 972 36 |18w2 +9) 18 3 83
=l 2x + 2 +i 2x + 2 +iarct 2x+2 +C
2136 (422 +8x+13)2 36 | 18(4x2+8x+13) 54~ © 3
_ x+ 1 +i x+1 +1 arc t 2x+2 +C
36 (4% +8x+ 132 12|18 (4x%+8x+13) 108 “° 8 3 '
7.6 EXERCICIOS
- Nos exercicios de 1 a 23, calcular a integral indefinida.
253 2 + 1
1. dx 2. dx
jx2+x J2x2+3x—2
-1 3.2
3. d dx 4. dx
2 +x*-4x -4 JIZxB—xz—2x+1
s [PAsx+d ] J X1
P T -2 - 32
S T dx
7, dx 8.
J.x4—7x3+18x2—20x+8 J.x3—4x2
£+ 22+ 4 5dx
9. dx 10.
2% + 2 ' jx3+4x




Métodos de integragio

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

24.

25.

26.

et I R
j(xzf;xi:a)zdx 1 jx(ﬁ—di+1)2
J.x4—x3—:§+4x+8dx e J?’l;_xlzx_ldx
277 2
jﬁix% 18- J(x2+l;b(cx2+4)

x3+x2+2x+ 1 %3 dx
dx 20. —
J Iw+m2
dx xdx
22.
jf—3P+3£-x Ju—1Fu+n2
2+ 21
(x — 1?2+ 1)
Verificar aférmulaj _ L |eta) ¢
az_uz 2a U —4a

Calcular a 4rea da regido limitada pelas curvas

1 1
PTe-n6a-9 7 T 0-0E-9

, x=2 ¢ x=13.

1
P +2x+5

Calcular a drea da regido sob o graficode y =

,dex=-2 até x = 2.
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-1
xz(x—S) ’

27. Calcular a 4rea da regido sob o gréficode y = de x=1 at€ x = 4.

1

- de x = -2 até x = 2,
o2 + 3)%

28. Calcular a drea da regido sob o grificode y =

7.7 INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS DE SENO
E COSSENO

Quando temos uma integral da forma

j R (cos x, sen x) dx,

isto €, o integrando ¢ uma funcdo racional de sen x e cos x, a integral dada pode ser
reduzida a uma integral de uma fung¢fo racional de uma nova varidvel ¢. Para isso,
fazemos a substituig@o.

t=tg32£,—7t<x<n. )

Para exprimir a func¢fo integrando em termos da nova varidvel ¢, precisamos
encontrar cos x, sen x € dx em fungio de ¢. Temos,

X
2 sen cos E

scn x =

p— D4

X
2 sen E coSs

COoS + sen

N ™

- x X 2 X
[2 sen ; cos ZJ/ cos® 2
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X
) 2tg2
2 X
1 +1tg 5
— 2t -
1+ 2’
coszg—scn?‘%
cosx = 1
2 X 2 X 2 X
(cos 5 ~ sen 2J/cos >
2 X 2 X 2 X
[cos 2+sen 2J/cos 5
a2 X
) 1 —1tg 5
2 X
1 +tg >
I
1+ £2°
Além disso, como t = tg %,temosx=2arc tg t, e assim, dx = 12+dttz.

' e X -
Portanto, quando fazemos a substitui¢do ¢t = tg 5 podemos utilizar as fér-

mulas

cosle_t2 e dx = 2at

2% _
1+ 27 1+ 2 1+ £ @

sen x =
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Observamos que a substituigdo (/) transforma qualquer integral de fungio
racional de seno e cosseno, numa integral de fung&o racional de f. Por isso, ela também

é conhecida como a “substitui¢do universal” para a integragdo de expressdes trigono-
métricas.

7.7.1 Exemplos

dx
3+ 5c¢cos x

@) (hkﬂm.lzj

Fazendo x = tg % e usando (2), vem

2dt
_ 1 4+ 2
I= J 1 - £

3+5-
1+ £

2dt

=I 1 + £
3+3£f+5-5¢
1+ £

2d
a Js—;ﬂ

d.
- _jt?-_t4'

Resolvendo esta integral pelo método das fragoes parciais, vem

P I O Y S Y
B 44 ¢t+2 4Jr-2




Métodos de integracao

453

1 1
= 4mh+2l—4mh-2|+c

tg
+ C.

A=

tg

dx

(i) Caleular 1 = J. sen x + cos x + 2

Usando a substituicdo x = tg % e (2), vem

2dt

_ 1+ £
I= j 2t +1-F+
1472 1+£72

2

2 dt

_J' 1 + 2
B 2U+1-—F£+2+ 282
1 + £

2 dt
2 +2t+3
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il
Sty
Famn
Ty,
+
[y
p —
€
+
[\ ]

= ‘\/Z’arctg[g(t+ 1)]+C..
~ Substituindo ¢ = tg ch- , obtemos

I=\/§arctg[f[tg§+l]:l+c.

7.8 INTEGRAIS ENVOLVENDO EXPRESSOES DA
FORMA Vax? + bx + ¢ (a # 0)

Algumas integrais que envolvem a expressio Nax* + bx + ¢, podem ser
resolvidas usando-se uma substitui¢cdo conveniente.

Podemos completar o quadrado do trindmio ax? + bx + c, para visualizar a
substituicdo.

Os exemplos seguintes apresentam casos onde, apés a substituig@o, a integral
recai numa integral tabelada ou numa integral de um dos tipos apresentados ante-
riormente. '

7.8.1 Exemplos

@ Calcularlzj‘\fxz ‘Z‘C =
+ 8x +
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Vamos completar o quadrado do trindmio x* + 8x + 15. Temos,
+8x+15=x+4*-1.

Neste caso, a substituicdo conveniente €

u=x+4 ; du=dx,

que transforma a integral / numa integral tabelada (ver 6.1.10 — (22)).

Temos,

N2 — 1

= argcoshu+C

= Injut VN2 - 1] +C.

Portanto,

I=argcosh(x+4)+ C ou

I=h{x+4+sz+8x+15 + C.

J‘ 3x + 2
V9 _ 16x — 422

(ii) Calcular I = dx .

Temos,

9 — 16x — 4x? =25 — (2x + 4)2.
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Logo,

I=I 3x + 2 dy
V25 — (2x + 4)

- Para resolver esta integral, podemos usar uma substituigdo trigonométrica (ver
Segao 7.3). Temos,

]

2x+4 =5sen 0, _—2’5595

N A

dx =

SRRV}

cos 0 dO e

V25 — (2x + 4)2 = Scos 0.

Logo,
;] = 3(5/23531:03(;2)“]'2.%(5058(19
=‘ J(%scn@—Z]dG
_ ;1—50036—26+C.
4
Como 2x+4:SSen9,temosquesenB=2x5+4; 9=arcsen2x5+4

e cosO = % V25 — (2x + 4).
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I = —ITS-;‘\125—(2x+4)2—2m'csen(2x—;£]+c

= —%\/9—16x—4x2—2arcsen[2x5+4]+c.

A seguir apresentamos outras substitui¢gSes usadas para a resolugéo deste tipo
de integral.

Temos os seguintes casos:
(a) O trindmio ax? + bx + ¢ apresenta a > 0.

Neste caso, podemos usar

Va2 + bx + c =+t Va x + ¢. )]

(b) O trinémio ax* + bx + c apresenta c > 0.

Neste caso, podemos usar

Yo + bx + c = 't \c. | @

(¢) O trinémio ax? + bx + ¢ tem raizes reais.

Usamos, para este caso, a substitui¢cdo

_\/ax2+bx+c=(x;r)t, : (3)

onde r é qualquer uma das raizes do trindmio ax® + bx + c.
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Os exemplos seguintes mostram esses casos.

7.8.2 Exemplos

dx
J.Jc\[4x2+.7c~—3'

(i) Calcular I =

Neste caso, o trindmio apresenta a = 4 > 0 ¢ raizes reais. Portanto, podemos
escolher entre as substitui¢gdes dos casos (a) e (c).

Vamos escolher o caso (a), usando o sinal positivo de (1). Temos,

VA + x -3 =2x + ¢,

Ent3o,
42 +x-3 = (x+1?
A2 +x-3 = 4 +4xt+1
x—dxt = £2+3
x(1-4f) = £2+3
r = £ +3.
I - T
g = —4t2+2t1;12dt
(1 - 49
c
iZvx3 = 2. 53,
1 — 4
—28+t+6
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Substituindo essas expressdes na integral, vem

— 42 + 2 + 12
- (1 — 41)?
. p
£ +3 -20+1+6
1 -4 1 -4
2
= dt
jtz+3

3 _

= %arctg[ﬁxz+f/:3_2xj+c
3 ' 3 ’

dx .
(x +4) V& + 4x + 9

(ii) Calcular ] =

O trindmio x*+ 4x+9tema=1>0 e ¢=9> 0. Portanto, podemos escolher
entre os casos (a) e (b). '

Vamos usar (2) com o sinal positivo. Temos,

Nx2 +4x +9 = xt+3
C+4x+9 = (xt+ 3)

6t -4

oo
P 662 — 8t + 6

(1 -7
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€
NZ s dr+9= F=4, .3
1 - £
32— 4+ 3
1-£#

Substituindo esses resultados na integral, vem

| 62 — 8 + 6
1 =J- (1_#)2 dt
6t-4 3 -4 +3
1- 7 1 -2
_ y_jh_
—22 + 3t

_1 j _odar
2 2 —-3/2t
Esta integral pode ser resolvida por fracdes parciais (ver Segao 7.5).

Como as raizes de g (x) = £ —*%tsﬁo t=0¢€ t=3/2, vem

— +
3
t2—2t t -

1 ﬁ A,
r 3

2

Eliminando os denominadores, obtemos

1=A,(@-32)+A,t.
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Substituindo ¢ pelos valores t = 0 e £ = 3/2, vem

' 3
t:O - 1:—§A1
2
A1=—§;
3 3
2
A2=§.
Logo,
1 - 2/3 2/3
L= _2U ;. A z—3/2d’}
1 -2 1 2
— —ETlnlt|—23ln‘t—3/2|+C1
1 1
= 31n|t|—31n|2t—3|+C.

Voltando a varidvel x, temos

I In

_1
3 x

\/x2+4x+9—3| 1 ‘2w/x2+4x+9—3x—6  C
. .

—3“ In



462 Célculo A — Fungoes, Limite, Derivagdo, Integragdo

dx .
x\/x2+xﬂ6

(iii) Calcular I = j

Neste exemplo, a2 = 1 > 0 ¢ o trindmio x> + x — 6 apresenta raizes reais
r, =2 e r,=-3. Podemos, entdo escolher entre (1) e (3). Escolhemos (3) com r =2,
Temos,

V2 +x-6 = (x-2)t
CH+x-6 = (x-2722

x~2)(x+3) = (x-2)2F

x+3 = x-=-2)F
. 22 + 3
£-1"

_ = 10
= & - 1)

V2 +x—-6 = [212-’_3—2}-1‘

Substituindo em /, obtemos

—10¢

_ @ - 17
L= J2t2+3 5¢ a

21 £2_1
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_ J’ — 10t
102 + 15¢

_ J‘ —dt

3
t2+2

= —Larctg—t—+c

3
2

SN

7.9 EXERCICIOS

il

Nos exercicios de 1 a 14, calcular a integral indefinida.

(1 + sen Xx)
4 sen x (1 + cosx)

2dx
J senx + tgx

J dx
3+ cosx

[ 1+ cosx
J 1 —senx

cos (2t — 1)
J 2 -cos(2t - 1)

dt

e dx
v 4 sene* — 3coséer

\/g—

-\/x2+x—6

x -2

10.

12.

o

dx
4 1 +senx + cosx

_dx
J 4 + Scosx

J‘ dx
1 —cosx

J‘ dx
3 + sen2x

dt
J 3 +sent + cost

 cosO do
J 1+ cos@




dx
j\/3—2x—x2
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dx J' do
13. j senx + COSXx 14. 4 — senO + cos O
15. Calculara dreasobacurva y = ——>de x=0 a x = T
2 4+ senx 2
16. Calcular a area limitada pelas curvas y = 1 = ——— entre —n e 'gc_
) pe Y T 2t cosx Y T 2 cosx 2 2°
Nos exercicios de 17 a 33, calcular a integral indefinida.
17. dx 18. dx
xVsx— 2 - 6 x+4) N2 +4x+9
19. dx 20, [ —%&
X \/th +x -3 V1 + x + 22
( dx [ x+1
21. 22. : dx
"xV2+x-2 Y ox+ ) Vox + 2
) dx f 1 - VI +x + X2
23. : 24. dx
"=\ - 2% -3 " 22N1 + x + £
- 5 [
N2 + 3x + 2 V2 + 2x - 3
] dx [ dx
27. ‘ 28.
©@x + 1) Va2 + 4x " Vo2 + 12x + 5
29, dx 30. &
'(Zx—l)\/xz—x+5/4 " x V2 4+ x-3
dx x+ 3
31. 32. J——“ dx
x \/xz - 4x - 4 N2 + 2x
33.




