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QUESTAO 1

Considere a tabela apresentada a seguir:

Vendas semanais N2 de vendedores
30+ 35 2
35+ 40 10
40 + 45 18
45+ 50 50
50 + 55 70
55+ 60 30
60 - 65 18
65+ 70 2

Os dados abaixo representam as vendas semanais, em classes de salarios minimos, de

vendedores de géneros alimenticios. (Morettin & Bussab, 2017)

(a) Faca um histograma das observacgdes. (0,4 pontos)

(b) Calcule a média da amostra, x. (0,4 pontos)

(c) Calcule o desvio padréo da amostra, s. (0,4 pontos)

(d) Qual a porcentagem das observagdes compreendidas entre x-2s e x +2s? (0,4
pontos)

(e) Calcule a mediana da amostra. (0,4 pontos)
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Gabarito

Morettin & Bussab, 2017, p.61 e p.539

(a) Histograma das vendas semanais de vendedores de géneros alimenticios
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30 35 40 45 50 55 60 65 70
Vendas semanais (em S.M.)
(b)¥ =51,2
(c) s =6,62
(d) 94%
(e) md =52.5

Membros da Banca:

Avaliador 1 (presidente): Eric Zettermann Dias de Azevedo
Avaliador 2 (membro): Daniel Pedro Willemann

Avaliador 3 (membro): Guilherme Dilarri
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QUESTAO 2

Em no méaximo 1 pagina, apresente dois modelos probabilisticos (distribuicdes) para variaveis
aleatdrias sendo um para variaveis discretas e outro para variaveis continuas. Para cada um
deles apresente suas principais carateristicas. (2,0 pontos)

Gabarito
Morettin & Bussab, 2017, Cap. 6 E 7

Para variaveis Aleatorias Discretas temos:

labela 6.14 Modelos para varidveis discretas.

Para- .
Modelo P(X=1x) etros E(X), Var(X)
Ber- ) _ .
oull pXl-p)' " Xx=0.1 p p.p(1-p)
Bino- L Y, i
mial PPl x=0 " p np. np(l - p)
-,
Poisson [ =0 1. b )
Geomé- 1 {1-p)
: 1-p* T x=12 .. :
rica pl-p)* " x=112 p -
Hiper’- [0 X e (e (N —n
geome- o N.r.nm VL bl el
frica

Mg = max(0, n— N+ ), b=min(r, ).
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Para variaveis Aleatérias Continuas temos:

7.4.1 O modelo uniforme

O modelo uniforme ¢ uma generalizacdo do modelo estudado no Exemplo 7.1 e ¢ o modelo
mais simples para v.a. continuas.

(a) Definicdo. A v.a. X tem distribuicio uniforme no intervalo [a. p] se sua f.d.p. é dada por

, seasxsf

fxap)=1p-a (7.12)

0, caso contrario.

(b) Grdfico. A Figura 7.9 representa a fungdo dada por (7.12).

Figura 7.9 Distribuic@io uniforme no intervalo [a, B].

J(x) 4

1/ — o)
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Figura 7.10 f.d.a. de uma v.a. uniforme no intervalo [a, B].

fx)4

/

L

o 0

g =~ SRR
=

Assim, para dois valores quaisquer ¢ e d, ¢ < d, teremos

P(c <X <d)=F(d)- F(c).

que ¢ obtida facilmente de (7.15).
Usaremos a notacdo

X~ U(o. P)

para indicar que a v.a. X tem distribuicdo uniforme no intervalo [a, f].
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(¢) Momenios. Pode-se mostrar (veja o Problema 29) que

E(x)=220 (7.13)

(B-o)

12

Var(X) = (7.14)

(d) Fd.a. A fungdo de distribuicio acumulada da uniforme é facil de ser encontrada
(veja o Problema 29):

0, sex <O
F(T)z*p(Xir)zJu f(f)d‘fz'*{_ﬂ? seat < x<f3 (7.15)
— B_Ur
1, sex =[5,

cujo grafico esta na Figura 7.10.

7.4.2 O modelo normal

Vamos introduzir, agora, um modelo fundamental em probabilidades e inferéncia estatistica.
Suas origens remontam a Gauss em seus trabalhos sobre erros de observacdes astronémicas, por
volta de 1810, donde o nome de distribuicdo gaussiana para tal modelo.

2

(a) Definicio. Dizemos que a v.a. X tem distribuigdo normal com pardmetros p € *, -00>
<p<+we0<o’<w>, se sua densidade é dada por
f(xp,o?)= | e lr 20" oo < x < oo 717
X (‘f\;"ﬂ. : 3 Ul}

Claramente. flx: p. o2) > 0, para todo x ¢ pode-se provar que Ih__f{.‘-::].l,ﬁ"}tir =1. Veja o
Problema 60.

(b) Grafico. A Figura 7.11 ilustra uma particular curva normal, determinada por valores
particulares de 11 e 62
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Figura 7.11 f.d.p. de uma v.a. normal com média p e desvio padréo o.

-
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x
(¢) Momenios. Pode-se demonstrar que (veja o Problema 32):
E(X)=p. (7.18)
Var(X) = o2, (7.19)

Além disso. f{x: nu: 62) — 0, quando x — =x, i - o e u + o sdo pontos de inflexdo de fx: .
62), x = p ¢ ponto de méximo de flx; p. 7). ¢ o valor méximo ¢ 1/5\2x. . A densidade flx: p, 2)
€ simétrica em relacdo a reta x = . isto &,

Am+x:p 09 =Am-x: p o) (7.20)
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para todo x real.

Para simplificar a notacdo, denotaremos a densidade da normal simplesmente por flx) e es-

creveremos, simbolicamente,

X—N(u. o2).

Quando 1 =0 ¢ 62 = 1, temos uma distribuicio padrdo ou reduzida. ou brevemente N(0.1).

Para essa a funcédo densidade reduz-se a

b(z)=——e?1

V2T

O grafico da normal padrfo esta na Figura 7.12.

Figura 7.12 f.d.p. de uma v.a. normal padrio: Z ~ N, 1).

(7.21)
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0(z) 4

J e o o o mm———

Se X ~ N(u: o), entdo a v.a. definida por

X—u
5

2'_

tera media zero e varidncia 1 (prove esses fatos). O que nfo é tdo facil mostrar &€ que Z também
tem distribuicdo normal. Isso ndo sera feito aquu.

A transformacdo (7.22) ¢ fundamental para calcularmos probabilidades relativas a uma dis-
tribuicio normal qualquer.

(d) Fd.a. Afd.a. F(y)de uma v.a. normal X, com média u ¢ varidncia 2 é obtida integran-
do-se (7.17) de -o=> até y, ou seja.

|
[ ]
L]
et

il.l ¥
F(y) :f flx; p,0%)dz, y e R. (7.
—00

No caso especifico da normal padrio. utilizamos a seguinte notacdo, que € universal:

(D(y) = I:m¢(z) dz = 1/@ J_; ez, (7.24)

N
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7.4.3 O modelo exponencial

Outra distribuicdo importante e que tem aplicacdes em confiabilidade de sistemas, assunto
de que ja tratamos brevemente no Capitulo 5. & a exponencial.

(a) DefinicGo. A v.a. T tem distribuicdo exponencial com pardmetro B > 0 se sua £.d.p. tem
a forma

[ .
_f'(f:ﬁ}llﬁﬁ B scirz0 (7.26)

{0, se =< (.

Escreveremo 8. brevemente,

T ~ Exp(p).

(b) Grafico. O grafico de f{t: B) =f{t) esta ilustrado na Figura 7.8(b). com B = 1.
(c¢) Momenios. Usando integracdo por partes, pode-se demonstrar que (veja o Problema
41):

E(T)=B. (7.27)
Var(T) = p2. (7.28)

(d) Fd.o. Usando a definicdo (7.10), obtemos

_|ﬂ, set<0

Fl)= [1=e¥, ser>0. (7.29)

Membros da Banca:

Avaliador 1 (presidente): Eric Zettermann Dias de Azevedo
Avaliador 2 (membro): Daniel Pedro Willemann

Avaliador 3 (membro): Guilherme Dilarri
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QUESTAO 3

Questao 3: A figura a seguir € apresentada em Arango, 2009, p. 307, para introduzir a teoria
da regressao.

- g

Variaveis —p —
: - Limitagdo
Situagoes quanto as
variaveis

E Sistema
aberto
Limitagdo
quanto aos
dados

Com base na figura a seguir, discorra até uma pagina sobre a andlise de regresséo e o

método dos minimos quadrados. (2,0 pontos)

Gabarito

Arango, 2009, capitulo 13

N
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1 Analise de Regressio

Quando se estuda um modelo matemédtico, as relagdes entre as varidveis que o compdem sio
controldveis porque sio regidas por axiomas conhecidos ou estabelecidos de forma clara. Assim,
o modelo “é” somente aquele conjunto de resultados que podem ser deduzidos a partir dessas
leis conhecidas. O modelo constitui assim um sistema fechado. O que é desconhecido “ndo faz
parte do modelo”. Dentro de um sistema biol6gico, o niimero de varidveis relacionadas dentro do
sistema, ou dentro de um modelo, ndo pode ser determinado. Por essa razdo, ao se tentar construir
um modelo que explique o comportamento de determinada varidvel que se quer conhecer, nio
€ possivel selecionar todos os possiveis fatores (varidveis) que de alguma forma e em alguma
situaglio possam vir a afetar o seu comportamento. Trata-se de um sistema aberto. Nesse caso,
¢ possivel selecionar um conjunto de fatores que possuam determinado grau de relagdo com a
varidvel objetivo. Dessa forma, pode ser construfdo um “conhecimento sobre como a varidvel
objetivo se comporta em face a situagbes determinadas por esses fatores. Contudo, esse conhe-
cimento nido pode ser completo, dada a indeterminag@io de fatores prépria de um sistema aberto,
como o biolégico. Os resultados obtidos assim serdio aproximagdes cujo erro ird depender da
maior ou menor capacidade que as varidveis selecionadas como fatores tiverem com relagio a
explicar o comportamento da varidvel objetivo. Contudo, qualquer que seja o tamanho do erro,
¢ sempre oportuno lembrar que nédo pode ser removido, permanecendo intrinseco a um modelo
resultante de um sistema aberto. Apesar dessa constatagf@o, € possivel aproveitar as informagoes
de modelos construidos em sistemas abertos. A colocago que se faz é a de admitir que uma parte
do resultado da varidvel objetivo, em determinada situagéo, é explicada por fatores selecionados
que compdem o modelo, enquanto a outra parte € composta por fatores ndo selecionados (prova-
velmente desconhecidos) e que sdo agrupados em uma Gnica varidvel de cardter aleatério casual.
O modelo assim composto € denominado modelo estocdstico,

Resumindo esses conceitos em linguagem matemadtica:
Sistema aberto = varidveis indeterminadas
Entio,
Varidvel a explicar = [Conjunto de varidveis explicativas + Varidveis desconhecidas]
Considerando
Varidveis desconhecidas = Erro
Pode-se escrever
Varidvel a explicar = Conjunto de varidveis explicativas + Erro
Tratando o erro de forma casual
Varidvel a explicar = Conjunto de varidveis explicativas + Varidvel aleatdria

4
Modelo Estocdstico

Finalmente,
y=fx,%,....x) t u

onde (x,, x,, ..., X,) = conjunto de varidveis explicativas, u = termo aleatério ou estocdstico, ¢
y = varidvel dependente ou resposta.
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A Teoria da Regressdo emprega esses principios para estudar as relagoes entre varidveis den-
tro de um sistema incerto. Para tal, sdo empregados diversos processos cujo principal objetivo
¢, geralmente, o de aproximar os resultados de um modelo abstrato aos resultados observados
em determinada experiéncia. Aqui, fica incorporada outra fonte de erro que também acaba sendo
computada no termo aleatério. E que, ao se levantarem os dados experimentais para comparagio
com os dados fornecidos pelo modelo abstrato, € tomado um ndmero limitado de casos. Isto €,
tem-se uma amostra de dados relativos a varidvel a explicar ¢ das varidveis explicativas. Assim,
a Teoria da Regressdo se encontra limitada ndo somente pelo nimero indeterminado de varidveis
que explicam um determinado fato, mas também pelo fato de empregar amostragem, que € a for-
ma como € possfvel efetuar observagdes do mundo real. Assim, os modelos de regressiio sofrem
dois recortes: uma redugdio de dimensionalidade (varidveis) e uma selegio aleatdria de situagdes
(dados). Observe a Fig. 13.1.

Limitagéo
quanto as
variaveis

Fig. 13.1 Modelos estocdsticos e regressdo de dados.

Dessa forma, a Andlise de Regressdo é um método estatistico que permite estimar o valor
de uma varidvel a partir do valor atribuido a outra(s) varidvel(eis), com o objetivo de estudar as
relaghes existentes entre elas ou prever o seu comportamento.

O processo de aproximagdo mais usual para efetuar regressdo de dados € conhecido como
Método de Minimos Quadrados, ou simplesmente MMQ, que serd apresentado a seguir.

1.1 Método de minimos quadrados

O principio fundamental do Método de Minimos Quadrados consiste em minimizar o quadrado
da soma das distincias entre os valores das ordenadas correspondentes s observagdes (valores
reais) ¢ das ordenadas correspondentes ao modelo (fung@io) proposto (valores estimados).

Deste modo estd-se fazendo a mdxima aproximagdo possivel entre a realidade e o modelo
matemético que pretende imitd-la.

Matematicamente, isso pode ser posto

de = Z(y‘ ~ $.)? = minimo

onde:
¥, = valores estimados a partir de um modelo determinado;
¥, = ordenadas dos valores observados (reais).

N
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O modelo pode ser representado por qualquer fung@o e pode representar a relagdo entre duas
ou mais varidveis. De modo genérico, denominam-se modelos simples aqueles que relacionam
duas varidveis, ¢ miltiplos os que envolvem trés ou mais varidveis. Os modelos miltiplos sdo
normalmente (mas ndo necessariamente) lineares. Os modelos simples podem ser classificados
em lineares ¢ ndo-lineares.

De modo geral, o problema consiste em encontrar as rafzes da equagio

~ -~ -~

y=a,tag, x5 t+tae,x;, t+...+tag,'x;, +...+a,"x,

onde: a, = coeficientes de ajuste (ou pardmetros);
x, = varidveis explicativas (dados de entrada do modelo);
y = varidvel a explicar (dado de safda ou “resposta” do modelo).

de modo que satisfaga & condi¢do de minimo antes mencionada.

Membros da Banca:

Avaliador 1 (presidente): Eric Zettermann Dias de Azevedo
Avaliador 2 (membro): Daniel Pedro Willemann

Avaliador 3 (membro): Guilherme Dilarri
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QUESTAO 4

Com base estritamente no codigo apresentado em linguagem Python, explique o objetivo de
cada uma das linhas deste codigo e fagca um esboco manual do resultado obtido apés a
execucdo completa desse algoritmo. (2,0 pontos)

from matplotlib import pyplot as plt (Linha 1)
years = [1950, 1960, 1970, 1980, 1990, 2000, 2010] (Linha 2)
gdp = [300.2, 543.3, 1075.9, 2862.5, 5979.6, 10289.7, 14958.3] (Linha 3)

plt.plot(years, gdp, color='green’', marker='0o’, linestyle='solid') (Linha 4)

plt.title("PIB Nominal") (Linha 5)
plt.ylabel("Bilhoes de Ddlares") (Linha 6)
plt.show() (Linha 7)

Gabarito

GRUS, J. Data science do zero: primeiras regras com o Python. 2. ed. Rio de Janeiro: Alta
Books, pg 46
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osséncia, 0 pyplot mangg
:b.pyplot. Em €s5€ ém yy,
ulo matplotlib-PY A,

ode construir u
fig ou exibi-la com show.

Usaremos 0 mod
interno no qual voce p
pode salvé-la com save

. izaga 4880 a pass ! 3 gt
ma visualizagdo passo 2 passo. Ao ermin, %
‘\T’Q
fico si s (como o da Figura 3-1):
Por exemplo, € bem facil fazer um grafico simples (con g 1)
4 £]

from matplotlib inport pyplot 3s Pt =2 Importa a biblioteca grafica

1980, 1990, 2000, 2010]

years = [1950, 1960, 1979.9, B s, 4979.6, 16289.7, 14958.3]

gdp = [300.2, 543,3, 1075.

i i eixo ¥
de linhas, anos no eix0 X, gdp n? : <t
"green’, marker="0", linestyle="solid’)

=> cor verde; marcador circular
# adicione um titule o Y -
plt.title(“Noninal GDP™) solido e linha sélida.

# crie un grafico
plt.plot(years, gdp, color=

# adiclone um rétulo ao eixo v
plt.ylabel("8i1lions of 5%7)

plt.shw() => Plota o grafico na tela

PIB Nominal

14000

12000

.,
o

g g
o -]

Bilhdes de Ddlares
2
8

1950 1360 1970 1ssg 1550

Figura 3-1. Um grifico de linhas simples

Aprender a criar gréficos de excel
capitulo. Héd muitas formas de perso
linha e marcadores de ponto,

de ej
0 : m Xos :
dess ’ vezde fag » estilo,
as opgoes, usaremos (e destacaremos) apenas algumas de| €r Uma a3p41: s de
L] €las nog

Exemplog,

Membros da Banca:

Avaliador 1 (presidente): Eric Zettermann Dias de Azevedo
Avaliador 2 (membro): Daniel Pedro Willemann

Avaliador 3 (membro): Guilherme Dilarri
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PROVA ESCRITA - PADRAO DE RESPOSTA
QUESTAO 5

De acordo com as normas de metrologia que regem a prondncia e a grafia dos mdultiplos e
submultiplos das unidades de medida, o deslocamento da silaba ténica e o uso da acentuacao
grafica podem alterar completamente o significado de um termo, ou mesmo torna-lo incorreto.
Considerando as regras gramaticais e conceituais aplicadas a essas nomenclaturas, discorra
sobre a diferenca tedrica, pratica e de prondncia entre os termos de cada par a seguir:

a) Micrometro e Micrdmetro (0,5 ponto)

b) Nanometro e Nanémetro (0,5 ponto)

Gabarito

ALBERTAZZI, A.; SOUSA, A.R. Fundamentos de metrologia cientifica e industrial., pag. 33

2.4.7 PRONUNCIA DOS MULTIPLOS E SUBMULTIPLOS
DECIMAIS DAS UNIDADES

Algumas regras regem a prontincia dos nomes de multiplos e sub-
multiplos das unidades:

e 0s nomes dos miiltiplos e submultiplos devem ser pronunciados por
extenso. Por exemplo, 20 ml! deve ser pronunciado como vinte mi-
lilitros. Esta errada a pronincia vinte eme ele;

e asilaba tonica da unidade (assinalada em negrito) deve permanecer co-
mo silaba ténica nos seus miltiplos ou submiiltiplos. Sao exemplos: se-
gundo e milissegundo, pascal e megapascal, newton e quilonewton.
Existem apenas quatro excegoes, consagradas pelo uso, em que o acen-
to tonico é deslocado para o prefixo: quilémetro, decimetro, centime-
tro e milimetro. Os demais miltiplos e submultiplos do metro devem
ser pronunciados segundo a regra descrita: nanometro, micrometro
(distinto de micrémetro, instrumento de medi¢io), megametro, etc.

Deve explicar que micrometro (sem acento) € o submdltiplo do metro (10-°m), mantendo a silaba
tdnica na unidade (micro-ME-tro). Deve explicar que micrometro (com acento) € o instrumento
fisico utilizado para medi¢cdes com resolu¢cdo micrométrica (milésimo de milimetro).

N
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Deve explicar que nanometro (sem acento) é a forma correta para o submultiplo do metro (10-° m)
pronunciado como nano-ME-tro. Deve apontar que a palavra nandmetro (com acento) é incorreta
como unidade de medida no Brasil. Pode citar que a regra geral mantém o acento no "metro" e
gue existem apenas excec¢des consagradas pelo uso que deslocam o acento para o prefixo:
quildmetro, decimetro, centimetro e milimetro, além de hectdmetro e decametro.

Membros da Banca:

Avaliador 1 (presidente): Eric Zettermann Dias de Azevedo
Avaliador 2 (membro): Daniel Pedro Willemann

Avaliador 3 (membro): Guilherme Dilarri
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PROCESSO SELETIVO - 004/2026
Area de Conhecimento: Estatistica e Probabilidade

PROVA ESCRITA - PADRAO DE RESPOSTA
QUESTAO 6

Dentro das diversas aplicagbes da ciéncia, as medi¢cbes sdo amplamente utilizadas para
monitorar, controlar e investigar. Com base nos conceitos de Metrologia, responda de forma
sucinta em até 1 (uma) pagina: o que é Resultado da Medigéo e qual a diferenga entre Erro e
Incerteza? (1,0 ponto)

Gabarito
ALBERTAZZI, A.; SOUSA, A.R. Fundamentos de metrologia cientifica e industrial., pag. 14

1.8 PRINCIPAIS TOPICOS DO CAPITULO

* A medigdo é uma forma clara de descrever uma quantidade e tem como
base o numero de vezes que uma unidade estd contida dentro do mensu-
rando.

* Mensurando é a grandeza sob medigéo.

* A indicagdo ¢ o valor de uma grandeza fornecido por um sistema de medi-
¢do. A indicagdo pode ou néo estar na unidade do mensurando.

. Medit;é-es sdo usadas para monitorar, controlar e investigar.

*  Monitoragdo é uma atitude passiva de observacio de uma grandeza.

* O controle de qualidade visa a manter parimetros de interesse dentro de
certos limites ou especificacoes, por isso, envolve medigdo, comparagéo e
acio.

* Por meio da investigacdo, é possivel avancar no conhecimento cientifico e
tecnologico medindo e analisando fenémenos e efeitos.

* Erros de medigdo estio sempre presentes e podem ser causados principal-
mente pelo sistema de medigao, pela acao do ambiente, pelo operador e/ou
pela mé defini¢ao do mensurando.

* Processo de medicdo ¢ o conjunto de métodos e meios utilizados para efe-
tuar uma medicio.

*  Resultado da medigao ¢ a faixa de valores dentro da qual, para uma pro-
babilidade definida, devera estar o valor verdadeiro do mensurando. Ele é
formado pelo resultado-base e pela incerteza de medico.

* A linguagem da metrologia ¢ definida pelo Vocabulario de termos funda-
mentais e gerais de metrologia.
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ALBERTAZZI, A.; SOUSA, A.R. Fundamentos de metrologia cientifica e industrial., pag. 87

3.11 PRINCIPAIS TOPICOS DO CAPiTULO

. O erro de medigio € a diferenga entre a indicacio obrida ¢ o valor
verdadeiro do mensurando. Possui duas componentes: o erro siste-
mético e o erro aleatério,

o O errosistemdtico ¢ a parcela previsivel ¢ corresponde ao erro médio.
Pode ser estimado pela tendéncia e compensado quando a corre¢io é
somada 2 indicagao.

e O erroaleatorio € a parte imprevisivel. Nio pode ser corrigido. Sua
intensidade pode ser quantificada por meio da incerteza-padrio ¢
da repertitividade. Seus efeitos podem ser atenuados pela média de
medicdes repetidas.

e Drecisio e exatidao sao parimetros qualitativos associados ao de-
sempenho de um sistema de medicdo. Precisio significa pouca dis-
persao. Exatidao quer dizer sem erros.

s+ Incerteza-padrio é o desvio-padrio associado ao erro aleat6rio.

+ A repetitividade define a faixa de valores dentro da qual o erro alea-
tério é esperado. E calculada multiplicando a incerteza-padrio pelo
fator t de Student.

e A média de virias medicdes repetidas atenua os efeitos dos erros
aleatérios, mas nao tem nenhum efeito sobre os erros sistemarticos.

e A curva de erros é uma representagio grifica dos erros de medigao que
se manifestam ao longo da faixa de medigdo do sistema de medigdo.

e O erro maximo é o erro com maior valor absoluto que pode ser co-

___meiido pelo sistema de medi¢do nas condicdes em que foi avaliado.

e Erro e incerteza sio diferentes. Erro é o nimero resultante da dife-
renga entre a indicagdo obtida e o valor verdadeiro do mensuran-
do. Incerteza é uma faixa de valores que traduz a divida remanes-

cente acerca do resultado de uma medigao.

Membros da Banca:

Avaliador 1 (presidente): Eric Zettermann Dias de Azevedo
Avaliador 2 (membro): Daniel Pedro Willemann

Avaliador 3 (membro): Guilherme Dilarri
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