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Área: Física
Prova Escrita - Gabarito

1. A 2ª lei de Kepler afirma que para um planeta qualquer orbitando uma estrela, o segmento que liga o planeta a
estrela varre áreas iguais da órbita em tempos iguais. Demonstre essa lei a partir de princípios da mecânica clássica.

Pelas leis de Kepler, a órbita de um planeta ao redor de uma estrela é elíptica de forma que a estrela fica localizada em
um dos focos desta elipse. A força gravitacional sobre o planeta aponta na direção da estrela, sendo uma força central com
relação a órbita, como mostra a figura abaixo:

Considerando a origem das coordenadas na posição da estrela, o vetor força fica paralelo ao vetor posição em toda a
órbita, de modo que o torque gerado por esta força é nulo:

r⃗ Ë F⃗ ⇒ τ⃗= dl⃗

d t
= r⃗ × F⃗ = 0 ⇒ l⃗ = cte

|⃗l | = m |⃗r × v⃗ | = mr v sen(ϕ) = cte

A velocidade areolar do planeta é dada por var = d A
d t e v = dS

d t . Tomando o limite a área pode ser aproximada para um
triângulo, de modo que:

d A = 1

2
r h h ≈ r dθ = dS sen(ϕ) ⇒ d A = 1

2
r 2dθ

var = d A

d t
= 1

2
r 2 dθ

d t
= 1

2
r

dS

d t
sen(ϕ) = r v sen(ϕ)

2
= |⃗l |

2m
= cte
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2

2. Um corpo oscila preso a uma mola seguindo a equação de um oscilador harmônico amortecido unidimensional:

mẍ +bẋ +kx = 0

Onde m é a massa do corpo, b a constante de amortecimento da mola e k sua constante elástica. Resolva a equação
e avalie as características dos diferentes regimes que o movimento pode apresentar dependendo dos valores das con-
stantes m, b e k.

É comum começar a solução dividindo todos os termos pela massa, o que resulta na equação

ẍ +γẋ +ω2
0x = 0

Onde γ = b
m é o fator de amortecimento e ω0 =

√
k
m é a frequência natural do oscilador. Um método de solução desta

EDO é através da equação característica:

y2 +γy +ω2
0 = 0 → y± =−γ

2
±

√(γ
2

)2
−ω2

0

x(t ) = K1e y+t +K2e y−t

As constantes K1 e K2 dependem das condições iniciais do problema e as características do movimento dependem da

avaliação do termo
√(γ

2

)2 −ω2
0.

Quando a raiz é real
(γ

2 >ω0
)
:

β=
√(γ

2

)2
−ω2

0 ⇒ x(t ) = e−
γ
2 t

(
K1eβt +K2e−βt

)
Como γ

2 > β, o movimento tem o comportamento de uma exponencial negativa que converge para 0 no limite t → ∞.

Quanto menor a diferença entre γ
2 e β, mais lentamente o oscilador converge para zero (ponto de equilíbrio do oscilador).

O amortecimento é chamado de supercrítico.

Quando a raiz é nula
(γ

2 =ω0
)

o termo te−
γ
2 t também é solução da EDO. A solução geral do movimento pode ser escrita

como:

x(t ) = e−
γ
2 t (K1 +K2t )

Como há apenas uma exponencial negativa na expressão, o movimento converge mais rapidamente para zero do que o
caso anterior e o amortecimento é chamado de crítico.

Finalmente, quando a raiz é imaginária
(γ

2 <ω0
)
:√(γ

2

)2
−ω2

0 = iω onde ω=
√(

ω2
0 −

γ

2

)2

x(t ) = e−
γ
2 t

(
K1e iωt +K2e−iωt

)
= e−

γ
2 t (A cos(ωt )+B sen(ωt ))

Neste caso o movimento também converge para o ponto de equilíbrio devido a exponencial negativa, mas oscila ao redor
deste ponto ao longo do tempo devido às funções harmônicas em x(t ). A convergência é mais lenta que no caso crítico pois
o fator de amortecimento é menor que no caso anterior e o amortecimento é chamado de subcrítico.
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3. Uma harpa de um músico tem 43 cordas com comprimentos que variam entre 1,6m e 5cm. Sabendo que as notas
musicais desta harpa estão no intervalo de seis oitavas (cada vez que uma escala musical sobe uma oitava sua frequência
musical dobra) e que todas as cordas são tensionadas com a mesma força e feitas do mesmo material, qual a razão entre
as espessuras da maior e da menor corda da harpa? Se o som da maior corda tem uma frequência de aproximadamente
40 H z, qual a velocidade de propagação do som nesta corda?

Como a diferença entre as frequências é de seis oitavas e a cada oitava a frequência dobra:

f2

f1
= 26 = 64

Onde f1 corresponde a frequência da maior corda e f2 a frequência da menor corda. As ondas que se propagam nas cordas
são, estacionárias, transversais e devem obedecer a condição de contorno das pontas fixas.

Seja a função de onda y(x, t ), onde y é a direção de oscilação e x a direção de propagação, t o tempo e l o comprimento
da corda, vale:

y(x, t ) = A sen(kx)sen(ωt ) y(0, t ) = y(l , t ) = 0

y(l , t ) = A sen(kl )sen(ωt ) = 0 → sen(kl ) = 0 → kl = nπ

Aqui n indica o harmônico da corda. A frequência principal do som da corda corresponde ao primeiro harmônico (n = 1)
e neste caso k = π

l . Como k é o número de onda, é possível escrever a relação entre o comprimento da corda e do primeiro
harmônico:

k = 2π

λ
= π

l
⇒ λ= 2l

Onde λ corresponde ao comprimento de onda do primeiro harmônico. Pela equação da velocidade de propagação de
uma onda:

v =λ f → f = v

λ
= v

2l

Voltando a razão entre as frequências:

f2

f1
=

v2
2l2
v1
2l1

= v2l1

v1l2
,

l1

l2
= 160

5
= 32 → 64 = 32

v2

v1
→ v2

v1
= 2

A velocidade de propagação de uma onda numa corda é dada pela relação v =
√

T
µ onde T é a tensão na corda e µ a

densidade linear de massa. A relação entre a densidade linear e volumétrica da corda é dada por

µ= ρπD2

4

Onde ρ é a densidade volumétrica do material e D o diâmetro (espessura) da corda. Como a T e ρ são iguais para todas
as cordas, obtem-se a relação

v2

v1
= 2 =

√√√√√√√
T

ρ
πD2

2
4

T

ρ
πD2

1
4

=
√√√√D2

1

D2
2

⇒ D1

D2
= 2

Ou seja a corda maior tem o dobro da espessura da corda menor.
Com relação a velocidade de propagação do som na corda maior:

v1 =λ f1 = 2l1 f1 = 2 ·1,6 ·40 = 128,0m/s
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4

4. A equação que descreve a transformação adiabática de um gás ideal é dada por pV γ = cte onde o expoente γ = CP
CV

é a razão entre a capacidade térmica molar do gás a pressão constante e a capacidade térmica molar do gás a volume
constante. Demonstre esta última relação para um gás ideal.

Primeiramente é preciso lembrar da 1ª lei da termodinâmica:

Q =W +∆U

Onde Q é o calor, W = ∫
pdV o trabalho e ∆U a variação da energia interna. Para uma transformação isométrica não há

variação do volume e portanto não há trabalho. Neste caso:

Q = 0+∆U = nCV ∆T → ∆U = nCV ∆T

Já para uma transformação isobárica a pressão é constante e vale

Q =W +∆U =
∫

pdV +nCV ∆T = p∆V +nCV ∆T = nCP∆T

A partir da lei dos ideais, para uma isobárica:

pV = nRT → p∆V = nR∆T ⇒ nR∆T +nCV ∆T = nCP∆T

n(R +CV )∆T = nCP∆T → CP =CV +R

Para determinar o fator γ pode-se usar a 1ª lei da termodinâmica na forma diferencial e considerar que numa transfor-
mação adiabática Q = 0:

dQ = 0 = dW +dU → dW =−dU

dW = pdV , dU = nCV dT ⇒ pdV =−nCV dT

Escrevendo a lei dos gases na forma diferencial:

d(pV ) = pdV +V d p = nRdT → V d p =−pdV +nRdT = n(CV +R)dT = nCP dT

V d p

pdV
= nCP dT

−nCV dT
=−CP

CV
→ d p

p
=−CP

CV

dV

V

Seja uma transformação adiabática que vai de um ponto inicial 1 a um ponto final 2, pode-se integrar a última relação dos
dois lados entre estes pontos

∫ p2

p1

d p

p
=−CP

CV

∫ V2

V1

dV

V
→ ln

(
p2

p1

)
=−CP

CV
ln

(
V2

V1

)
= ln

(
V2

V1

)(
− CP

CV

)
Igualando os argumentos dos logaritmos

p2

p1
=

(
V2

V1

)(
− CP

CV

)
=

(
V1

V2

)(
CP
CV

)
→ p1V

(
CP
CV

)
1 = p2V

(
CP
CV

)
2 = cte ⇒ γ= CP

CV

P
ág

. 0
4 

de
 0

6 
- 

D
oc

um
en

to
 a

ss
in

ad
o 

di
gi

ta
lm

en
te

. P
ar

a 
co

nf
er

ên
ci

a,
 a

ce
ss

e 
o 

si
te

 h
ttp

s:
//p

or
ta

l.s
gp

e.
se

a.
sc

.g
ov

.b
r/

po
rt

al
-e

xt
er

no
 e

 in
fo

rm
e 

o 
pr

oc
es

so
 U

D
E

S
C

 0
00

56
28

4/
20

22
 e

 o
 c

ód
ig

o 
7Y

JG
24

M
6.

52



5

5. Uma máquina térmica opera seguindo o ciclo de Joule, que pode ser observado no diagrama PV da figura abaixo:

Neste ciclo, A → B e C → D são transformações isobáricas, enquanto B → C e D → A são transformações adiabáticas.
Determine o rendimento do ciclo em função das temperaturas nos pontos A, B , C e D e mostre ser inferior ao rendimento
de uma maquina de Carnot de mesmas temperaturas extremas. Mostre que a variação da entropia do universo após a
máquina completar um ciclo é maior do que zero.

O rendimento de uma máquina de Carnot é ηC = 1− T f

Tq
, onde T f e Tq são a temperatura mais fria e mais quente no ciclo,

respectivamente. Na comparação com o ciclo deste problema então

ηC = 1− TD

TB

Como p A = pB e pC = pD , pela lei dos gases combinada vale que

p AVA

TA
= pB VB

TB
→ VA

VB
= TA

TB

pC VC

TC
= pDVD

TD
→ VC

VD
= TC

TD

Para as curvas adiabáticas é possível chegar a relação

p AV γ

A = pDV γ

D pB V γ

B = pC V γ

C

pB V γ

B

p AV γ

A

= pC V γ

C

pDV γ

D

→
(

VB

VA

)γ
=

(
VC

VD

)γ
→ VB

VA
= VC

VD
→ TB

TA
= TC

TD

O rendimento de uma máquina térmica é dado pela expressão

η= 1− Q2

Q1

Onde Q1 é o calor retirado da fonte quente em A → B e Q2 o calor cedido à fonte fria em C → D . Dessa forma:

Q1 = nCP∆TAB = nCP (TB −TA) Q2 =−nCP∆TC D = nCP (TC −TD )

η J = 1− nCP (TC −TD )

nCP (TB −TA)
= 1− (TC −TD )

(TB −TA)

Da relação anterior entre temperaturas pode-se substituir

TC = TB TD

TA
→ η J = 1−

(
TB TD

TA
−TD

)
(TB −TA)

= 1− TD

TA

(
TB −TA

TB −TA

)
→ η J = 1− TD

TA

Como TB > TA e a única diferença entre as duas expressões de rendimento é a razão entre as frações então obrigatoria-
mente ηC > η J .
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6

Para calcular a variação da entropia do universo é preciso lembrar que quando o ciclo é completado a variação da entropia
do gás é nula, de forma que apenas as fontes quentes e fria tem uma variação de entropia diferente de zero. A máquina
térmica mais eficiente possível é aquela cuja temperatura da fonte quente é igual a maior temperatura do ciclo (TB ) e a
temperatura da fonte fria é igual a menor temperatura do ciclo (TD ).

∆S =
∫ f

i

dQ

T

∆SFQ =
∫ f

i

dQ

TFQ
= 1

TB

∫ f

i
dQ =−Q1

TB
∆SF F =

∫ f

i

dQ

TF F
= 1

TD

∫ f

i
dQ = Q2

TD

∆Su =∆SFQ +∆SF F =−Q1

TB
+ Q2

TD
= nCP

(
TA −TB

TB
+ TC −TD

TD

)
= nCP

(
TA

TB
+ TC

TD
−2

)
Como mostrado anteriormente, TB

TA
= TC

TD
, portanto

∆Su = nCP

(
TA

TB
+ TB

TA
−2

)
= nCP

(
T 2

A +T 2
B −2TATB

TATB

)
= nCP (TB −TA)2

TATB
> 0

Pois todos os termos da última expressão são obrigatoriamente positivos.
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