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1. A 22 lei de Kepler afirma que para um planeta qualquer orbitando uma estrela, o segmento que liga o planeta a
estrela varre dreas iguais da 6rbita em tempos iguais. Demonstre essa lei a partir de principios da mecénica cldssica.

Pelas leis de Kepler, a 6rbita de um planeta ao redor de uma estrela € eliptica de forma que a estrela fica localizada em
um dos focos desta elipse. A forca gravitacional sobre o planeta aponta na direcdo da estrela, sendo uma for¢a central com
relacdo a 6rbita, como mostra a figura abaixo:

o fa —

Considerando a origem das coordenadas na posi¢do da estrela, o vetor forca fica paralelo ao vetor posicao em toda a
6rbita, de modo que o torque gerado por esta forca é nulo:

FIFE = %#=—=FxF=0 = I=cte

A velocidade areolar do planeta é dada por v, = % ev= %. Tomando o limite a drea pode ser aproximada para um

triangulo, de modo que:

1 1
dA=Zrh  h=rd0=dSsenlp) = dA:Erzde

do 1 ds ]
r’— = _—r—sen(p) = rvsenip) _ 1M -_

1
—_— == cte
dt 2 t 2 dt 2 2m
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2. Um corpo oscila preso a uma mola seguindo a equacdo de um oscilador harménico amortecido unidimensional:
mi+bx+kx=0

Onde m é a massa do corpo, b a constante de amortecimento da mola e k sua constante eldstica. Resolva a equacao
e avalie as caracteristicas dos diferentes regimes que o movimento pode apresentar dependendo dos valores das con-
stantes m, be k.

E comum comecar a solucéo dividindo todos os termos pela massa, o que resulta na equagio

jé+yx+w(2,x=0

Onde y = % é o fator de amortecimento e wy = \/% é a frequéncia natural do oscilador. Um método de solucdo desta
EDO é através da equacao caracteristica:

YHyy+wg=0 - yi=—§i (2

x(t) =K e+ Kel-!

As constantes K; e K> dependem das condigdes iniciais do problema e as caracteristicas do movimento dependem da

- 2
avaliagao do termo \/(%)” - w3.

Quando a raiz é real ( > wp):

p= ()2—/)2—11)6 > x(t):e_%t([(leﬁt_,_l(ze—ﬁt)

Como % > 3, o movimento tem o comportamento de uma exponencial negativa que converge para 0 no limite t — oo.
Quanto menor a diferenca entre % e B, mais lentamente o oscilador converge para zero (ponto de equilibrio do oscilador).
O amortecimento é chamado de supercritico.

. _Y . ~ ~ . .
Quando a raiz é nula (%’ =wo) o termo te~ 2’ também € solugdo da EDO. A solugdo geral do movimento pode ser escrita
como:

x(1) = e 2L (K + Ko )

Como hé apenas uma exponencial negativa na expressdo, 0 movimento converge mais rapidamente para zero do que o
caso anterior e o amortecimento é chamado de critico.
Y

Finalmente, quando a raiz é imaginaria (3 < wo):

m:iw onde w = (“’%_g)z

x(H)=e 5t (Klei“’t + ng_i‘”) —e bt (Acos(wt) + Bsen(wt))

Neste caso 0 movimento também converge para o ponto de equilibrio devido a exponencial negativa, mas oscila ao redor
deste ponto ao longo do tempo devido as fun¢des harmonicas em x(#). A convergéncia é mais lenta que no caso critico pois
o fator de amortecimento é menor que no caso anterior e o0 amortecimento é chamado de subcritico.

a1
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3. Uma harpa de um muisico tem 43 cordas com comprimentos que variam entre 1,6 m e 5 cm. Sabendo que as notas
musicais desta harpa estdo no intervalo de seis oitavas (cada vez que uma escala musical sobe uma oitava sua frequéncia
musical dobra) e que todas as cordas sdo tensionadas com a mesma forca e feitas do mesmo material, qual a razdo entre
as espessuras da maior e da menor corda da harpa? Se o som da maior corda tem uma frequéncia de aproximadamente
40 Hz, qual a velocidade de propagacdo do som nesta corda?

Como a diferenca entre as frequéncias é de seis oitavas e a cada oitava a frequéncia dobra:

3
A

Onde f; corresponde a frequéncia da maior corda e f, a frequéncia da menor corda. As ondas que se propagam nas cordas
sdo, estaciondrias, transversais e devem obedecer a condi¢ao de contorno das pontas fixas.

Seja a func¢do de onda y(x, 7), onde y é a direcdo de oscilacdo e x a dire¢do de propagacdo, ¢ o tempo e / 0 comprimento
da corda, vale:

=26-64

y(x,t) = Asen(kx)sen(w?)  y(0,1) =y, 1) =0

y(l,t) = Asen(kl)sen(wt) =0 — sen(kl)=0 — kl=nn

Aqui n indica o harmonico da corda. A frequéncia principal do som da corda corresponde ao primeiro harmonico (n = 1)

e neste caso k = 7. Como k é o nimero de onda, é possivel escrever a relacao entre o comprimento da corda e do primeiro
harménico:
2n 7
k=—=- = A=2l
Al

Onde A corresponde ao comprimento de onda do primeiro harmoénico. Pela equacdo da velocidade de propagacao de
uma onda:

v v
V= /1 —_ = —_ = —
! ! A 21
Voltando a razdo entre as frequéncias:
£ 3t vl L 160
v v v
_2220_112:3, A" _3 o =322 L 2o
h 3 wnb L 5 n V1

A velocidade de propagacdo de uma onda numa corda é dada pela relacdo v = \/% onde T é a tensdo na corda e i a
densidade linear de massa. A relacdo entre a densidade linear e volumétrica da corda é dada por

_ aD?
n=p=;

Onde p é a densidade volumétrica do material e D o didmetro (espessura) da corda. Como a T e p sdo iguais para todas

as cordas, obtem-se a relacdo

D% Dy
D? D,

Ou seja a corda maior tem o dobro da espessura da corda menor.
Com relacdo a velocidade de propagacdo do som na corda maior:

141 Z/Ifl =2]1f1 =2'1,6-40=128,0m/s

a1
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4. A equacdo que descreve a transformacio adiabéatica de um gds ideal é dada por pV? = cte onde o expoente y = g—";

€ a razdo entre a capacidade térmica molar do gis a pressao constante e a capacidade térmica molar do gis a volume
constante. Demonstre esta tltima relacdo para um gas ideal.

Primeiramente é preciso lembrar da 12 lei da termodinamica:
Q=W+AU

Onde Q é o calor, W = [ pdV o trabalho e AU a variagéo da energia interna. Para uma transformacao isométrica ndo ha
variacdo do volume e portanto nao ha trabalho. Neste caso:

Q=0+AU=nCyAT —  AU=nCyAT

Ja para uma transformacao isobérica a pressao é constante e vale
Q=W+AU = fpdV+ nCyAT = pAV + nCyAT = nCpAT

A partir da lei dos ideais, para uma isobérica:

pV =nRT — pAV = nRAT = nRAT + nCyAT = nCpAT

n(R+Cy)AT =nCpAT — Cp=Cy+R

Para determinar o fator y pode-se usar a 12 lei da termodindmica na forma diferencial e considerar que numa transfor-
macao adiabdtica Q =0:

dQ=0=dW+dU — dW=-dU

dw = pdV, dU =nCydT = pdV =—-nCydT
Escrevendo a lei dos gases na forma diferencial:

d(pV)=pdV+Vdp=nRdT — Vdp=—-pdV +nRdT =n(Cy +R)dT =nCpdT

Vdp_ nCpdT _ Cp @_ CpdV

— —_—

pdV — —-nCydT  Cy p  Cy V

Seja uma transformacao adiabética que vai de um ponto inicial 1 a um ponto final 2, pode-se integrar a tltima relacao dos
dois lados entre estes pontos

c
[oeafe - e
m P Cvdwn V P1 Cyv 141 %1

Igualando os argumentos dos logaritmos

(c¥)

C
— plvlq ( 'P) CP

=V, = cte = =—
p2 2 Y CV

P

: (v\E) (v (&)
2 -

- 141 Vs

€]
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5. Uma maquina térmica opera seguindo o ciclo de Joule, que pode ser observado no diagrama PV da figura abaixo:

B

Pa -

i B i c
AT Ve o

Neste ciclo, A — B e C — D sdo transformacdes isobdricas, enquanto B — C e D — A sao transformacdes adiabaticas.
Determine o rendimento do ciclo em funcao das temperaturas nos pontos 4, B, C e D e mostre ser inferior ao rendimento
de uma maquina de Carnot de mesmas temperaturas extremas. Mostre que a variacdo da entropia do universo apés a
maquina completar um ciclo € maior do que zero.

. P . T, ~ s ps . .
O rendimento de uma méquina de Carnot é n¢g =1-— T—’;, onde Tr e T, sdo a temperatura mais fria e mais quente no ciclo,
respectivamente. Na comparacdo com o ciclo deste problema entao

=1--=
nc T

Como ps = pp € pc = pp, pela lei dos gases combinada vale que

paVa _ pBVB _ Va_Ta pcVe _ poVp _ Ve _Tc
Ta Tp Vg 1T Tc Tp Vb 1Tp
Para as curvas adiabdticas é possivel chegar a relagcao
paVy=ppV)  psVy=pcVy
psVy  pcVl (%y{wy Vs Ve Ty Tc
paVy ppVj Va Vb Va Vb Ta Tp

O rendimento de uma mdaquina térmica é dado pela expressao

:1——
=

Onde Q; € o calor retirado da fonte quente em A — B e Q2 o calor cedido a fonte fria em C — D. Dessa forma:

Q1 =nCpATpg=nCp(Tg—Ts) Q2=-nCpATcp=nCp(Tc—Tp)

_ I’le(Tc— TD) _1_ (TC_ TD)
nCp(Tg—Ta) (Tg—Ta)

ny=1

Darelacdo anterior entre temperaturas pode-se substituir

_ TpTp
==

T,
¢ Tg—Ta

TpTp
:1_( ) TD):l_@(TB—TA) - . T
”’ (T - T) T =TT,

Como Tp > T4 e a tnica diferenca entre as duas expressoes de rendimento é a razdo entre as fracoes entdo obrigatoria-
mente 1¢c >1j.

[
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Para calcular a variacao da entropia do universo é preciso lembrar que quando o ciclo é completado a variagdao da entropia
do gés é nula, de forma que apenas as fontes quentes e fria tem uma variacado de entropia diferente de zero. A maquina
térmica mais eficiente possivel é aquela cuja temperatura da fonte quente € igual a maior temperatura do ciclo (Tp) e a
temperatura da fonte fria é igual a menor temperatura do ciclo (Tp).

f
Aszf aQ
i T
rdao 1 f O fdo 1 (f Q.
AS :f-:-fd:-- AS =f—=—fd=—
FQ i Tro TgJi Q Tp =) Trr  Tp Ji Q Tp
Q (TA_TB TC_TD) (TA Tc )
ASy=A ASpp=——=+-= = .t 2
Su SFQ+ SFF TB+TD nCp s + 5 nCp TB+TD

. Tp _ T,
Como mostrado anteriormente, T—i = T—g, portanto

Ty T
ASuZI’le(—A+—B—2 >0

) T3+ T5;—-2TaTg) nCp(Tp— Ta)?
=n P =
Tp Ty

TaTp TaTp

Pois todos os termos da tltima expressdo sdo obrigatoriamente positivos.
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