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PROCESSO SELETIVO N° 04/2026
Area de Conhecimento: Matematica (B)

PROVA ESCRITA — PADRAO DE RESPOSTA

Questao 1: Sejam V um espaco vetorial e W, < V um subespaco.

(a) Defina V=W, @ W,
(b) Mostre que, se V =W, @ W,, entao todo vetor v € V pode ser escrito de maneira Unica
comov =w; +w,, comw; € W; ew, € W,.

(c) Mostre que, nesse caso, dim(V) = dim(W;) + dim (W5).

(a) O simbolo '&’ corresponde a soma direta entre os subespacos de V., W, e Ws. Dizemos que V é
soma direta de W), e W se, qualquer que seja v € V', existe wy, € W) e wo € Wh tals que v = wy +wo
e Wy nW; = {0y}, onde Oy é o elemento neutro de V.

(b) Seja v € V, com V = W, & W,. Entao existe wy € Wy e wo € Ws tais que v = wy +ws e

Wi nW; = {0y }.

Suponhamos por absurdo exista wf € W, e wi € W, diferentes de w e wo#* tais que v = w?¥ 4+ w?.
I 1 2 2 1 2 1 2
Segue que
wy + we = wy + wi.

Como W) e W, sao supespacos vetoriais, existem (—w}) € W) e (—w,) € Wy tais que

wi + (—wf) =0y
wa + (—ws) = Oy

Entao
wy 4w, = wi+w;
wy +wg + (—w) = wi+wl+(—wi)
w —wj +we = wi+w]—wj
wy —wy +we + (—wz) = wi+ 0y +(—ws)
wy —w; = w; — ws
[ —
W, W,
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Segue que

(wy — w¥) (wE —ws) e W N W
VL 1): (W 2) €W Pl = —wl =wt —uwe =0y

Wi N, =y
Portanto, wy, = wi e wj = ws: contradicao

Segue que a decomposicao v = wy + w, € Unica.

(c) Se By é uma base de W, e B; é uma base de W5, entao

B, cV, BscV,
W, = [B 1]~. W, = [B_z]
B, 14, B; 11

Note que nenhum elemento nao nulo de v € B, pode ser escrito como combinagao linear de elementos
de Bs porque, se o fosse, v € [B‘g] = W3 e, portanto, v € Wy M Wa, o que é um absurdo. Portanto
B = B, U B; forma um conjunto linearmente independente de V.

Suponhamos agora que existe v* € V tal que v* nao possa ser escrito como combinacao linear
dos elementos de B. Entao existem wi € W} e wi € W, tais que v* = w{ + wj. Mas entao
v* € [By U Bs] = B: contradicao.

OBS: O candidato pode tragar graficos ou exibir exemplos para ilustrar suas explicagdes.
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Questao 2 Sejam VV um espaco vetorial de dimensao finita sobre R, T:V — V um operador
linear definido e considere u € V n&o nulo tal que Tu = Au para algum A € R.

(a) Explique o significado geométrico de u e A.

(b) Discuta a diferenga entre multiplicidade algébrica e geométrica de um autovalor.

(c) Qual ainformacéo que os autovalores e os autovetores de uma matriz nos dao sobre ela
ser diagonalizavel ou nao?

(a) Um operador linear T : V' — V', de certa forma, modifica os vetores de V.

Apgora, se v € um vetor nao milo tal que T'v = Av para algum A € B, v tem sua direcao mantida por
T. podendo ter sen modulo ou sen sentido modificados. Quem determina essas alteracoes € o A:

Se |A| = 1, T leva o vetor v em um vetor de mesma direcao, mas tamanho maior (alongamento).

Se |A| < 1, T leva o vetor v em um vetor de mesma direcao, mas tamanho menor (contracao).

Se |A| =1, T leva o vetor v em um vetor de mesma direcao e mesmo tamanho. Assim, v é um
vetor fixo.

Se A =0, T leva o vetor v em um vetor de mesma direcao e sentido.

Se A < 0, T leva o vetor v em um vetor de mesma direcao, mas sentido oposto.

Se A =0, T leva o vetor v no vetor nulo, ou seja, v € Ker(T').

(b) Dado T : V — V um operador linear de dimV = n, para encontrarmos os autovalores de T,
precisamos das raizes da equacao caracteristica

Pa(X) = det([T] — A[I]) =0,

onde [T'] é a matriz associada a T, [I| € a matriz identidade, ambas de dimensao n e A € a incdgnita,
correspondente acs autovalores de T'.

Entao
bl

n(A) =[[(A-A)™p<n

i=1
onde n; € a multiplicidade de cada A;, também chamada de multiplicidade algébrica de A; e denotada
por mg(A;) = n;.

Entao para cada A; encontra-se um subespaco vetorial Vy, cuja dimensao m; ¢ menor on igual a
np. Essa dimensao é chamada de multiplicidade geométrica de A e denotada por mgy(A;). Entao

1<m

g(A) = ma(A) = n
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(c) Se, para cada autovalor A;, a multiplicidade algébrica foi igual a multiplicidade geométrica, entao
V' pode ser escrito como a soma direta dos supespacos de autovetores V). Nesse caso, a uniao
dos geradores desses subespagos formam uma base B de V| e a matriz [T] é diagonalizivel, sendo
[T]g.g a matriz diagonal B.

OBS: O candidato pode tracar graficos ou exibir exemplos para ilustrar suas afirmagdes.
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Questéao 3: Seja {v4, vy, ..., v, } um conjunto linearmente independente em um espaco vetorial
V munido de produto interno.

(a) Descreva o objetivo do processo de Gram-Schmidt.

(b) Explique por que o processo gera um conjunto ortogonal a partir de um conjunto |.i.

(c) Por que o processo falha se o conjunto inicial for I.d.?

(a) O objetivo do processo de Gram-Schmidt é construir, a partir de uma base qualquer B = {uy, uz, ..., un }
de um espaco vetorial V munido de produto interno, uma base ortogonal, isto é, B = {u],uj, ..., u; }
tal que

ro_r —_
(uz,uy) =0
qualquer que sejam i, j € {1,2,...n} distintos entre si.
(b)Fixemos um dos vetores de B, digamos u,. Sabemos pela definicao de produto interno que, como
u; # 0 (pois pertence a uma hase de V),

l::'li.jl 5 L[[} 7‘,& 0.

Tomando entao u} = u;, 0 proximo passo sera construir um vetor u), nao nulo que seja Li. com u)
e ortogonal a ele. Vamos construir v, a partir de uma combinacao linear de uf e u,:

r !
Usy = Up + C.Uq,

para algum ¢ € B. Por outro lado, nao basta ser 1.1 queremos que os vetores sejam ortogonais.
Entao precisamos encontrar ¢ tal que (u},u}) =0

(uy,uz) =0 {ul,uz + cuy) =0

—"
= (u],uy) +ecf{uy,uy) =0
= c{uy,u}) = —{u],uz)
#0
_ (ul, ug)
= = =
{uy, u)
Ou seja,
!
R U T
g = Ug — —— U,
N R

O que estamos fazendo entao é descontar de us a projegao de u] sobre ele.

Q1 Pag. 05 de 07 - Documento assinado digitalmente. Para conferéncia, acesse o site https://portal.sgpe.sea.sc.gov.br/portal-externo e informe o processo UDESC 00023589/2026 e o codigo ZK1XQ455.

N



(o)) UDESC BALNEARIO CAMBORIU

UNIVERSIDADE

n DO ESTADO DE CENTRO DE EDUCAGAO
. SANTA CATARINA SUPERIOR DA FOZ DO ITAJAI

O que estamos fazendo entao é descontar de uz a projecao de u) sobre ele.

e projy, (ug) Uy =1y

Para o terceiro vetor, descontamos de u; as projegoes em relagao a u e u):

{u,l * uE:' {u’2~ ?..[3}
g = Ug — — Uz — k13
T T gy YT (uhug)

e assim por diante.

Se desejarmos que essa base seja ortornormal, basta dividir cada vetor de B’ por sua respectiva
norma.

(c) Sejam dois vetores u, e us linearmente dependentes. Isso significa que existe um niimero real A € B
tal que u; = Aus.

Utilizando o processo de Gram-Schmidt, consideremos u}{ = u; e vamos construir um vetor u
descontando de u, a projecao do vetor uj:

' (uy,ug) {((Auz),ug) AMuz, uz) Alugruz)

U, = Up——F—Up=Up——————————Up=lUp — —————— Uy = Uy — —————— Uy =

(uf, uy) (Auz), (Auz)) T AMuz, Quz)) 0 M{usrwsy

1 (A=t
'U.z—;'u.z— T U2

Segue que uj, € portanto, linearmente dependente com u,. Agora, se u, é Ld com u; — u}, segue
que uy é Ld. com u}, implicando em (u}, u;) # 0.
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Quest&o 4 Explique por que a Desigualdade de Cauchy-Schwarz do produto escalar em R?
fornece uma medida de posicao relativa entre dois vetores u e v reais.

Dado dois vetores # e ¢ no plano cartesiano, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por

(7. @) < 4] |1
fornece nma medida de posicio relativa entre @ e 7.
De fato, sabemos que o produto escalar entre dois vetores € definido como sendo

(if, Ty = |ul|v]| cos 8,

onde # é o dangulo entre i e ©. On seja, o produto escalar mede quanto nm vetor "aponta™na direcio do
outro (projecao de um sobre o outro).
Entao
(iE, T

(ii. ) = |ul|v|cosd = cosf = ——
]|

Como —1 < cos@ < 1, segue que

_ 1 E W,

u o )
—ldla = (@d < |dlE
(. 7)< |||
Assim, a Designaldade de Canchy-Schwarz € uma relacio algébrica que expressa uma relacio geométrica.
A mesma Desiqualdade, quando aplicada em um espago vetorial V' mmnido de produto interno, permite
entio 'criar’ a ideia de posicio relativa entre dois vetores nio milos qualquer.

| M

1

OBS: O candidato pode tragar graficos ou exibir exemplos para ilustrar suas afirmacoes.
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