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PROCESSO SELETIVO N° 04/2026

Area de Conhecimento: Matematica (A)

PROVA ESCRITA — Padrao de respostas

Questao 1: Suponha que a fabricacdo de um produto requer x horas por maquina e y horas por

pessoa e que o custo de producgio seja dado por
f (x,y) = 2x3 — 6xy + y? + 500

Determine o numero de maquinas-hora e pessoas-hora necessarias para que o custo seja minimo.

Resolu¢ao:

e Dominiodafungdo:x <0,y <0.

e Pontos criticos:
Como a fungao é polinomial, ela e todas suas derivadas s&o diferenciaveis em todo

seu dominio, ou seja

0
%(x,y)=6x2—6y=0
x2=y
 (xy) = —6x+2y =0
5y (¥ =—6x+2y=

y = 3x

2
{x =Y 5 x2=3x > x2-3x=x(x-3)=0

{x =0 (y =0): Contradigao
x=3 (y=9)

e Decidindo se o ponto € de maximo ou minio local através do discriminante:

a2 02 92 2
D(3,9) = [a—xé (3,9)] a_y]: (3,9)] - [axa]; (3,9)]
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azf azf aZf

axz (x’Y) = 12x ayz (x,)’) =2 axay (x,y) = —6
9%f 2 2
22 (3,9 =36 >0 (¥ o°f o°f
a —_ = = —
p 5 (3,9) = 2 Sey (39) = —6

D (3,9) = (36)(2) — (=6)* > 0 (**)
Por (*) e (+*), o ponto (3, 9) € um ponto de minimo absoluto.
Assim, serdo necessarias 3 horas por maquina e 9 horas por pessoa.

Questao 2: Calcule a area interna do lago maior e externa ao lago menor do limagonr = 1 + 2 sené.

Resolugao:

Para determinar a area interna ao lago maior e externa ao lago menor, é necessario esbocar
o grafico. Assim,

e Zeros:

r(0) =1+ 2sen0 =1
r=0=1+2senf =0

p 1 p T p 7T
= = —-— = —— = —
sen > e G

¢ Maximos e minimos:

r(0) =14 2senf = r'(0) = 2cosb

r'(6) =0 = 2c0s0 =0
=>9—n 0= T
—2°%%T 773

r(m/2)=1+2=3
r(-m/2)=1-2=-1

e Simetriaem «— mw/2 — 6 (eixo 8 =mn/2)
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()

O lago menor comegaem 6 = —mn/2 e terminaem 6 = — /6.

e Area do lago maior:

1 /2
A= —f (1 + 2senf)?do
2 -1/6

/2
=_ f 1 + 4senf + 4sen?6d6
2 -/6

1
== f 1+ 4senf + 2(1 — cos 20)do
2 /6
/2
:—f 3+ 4senf — 2 cos 260 d6
2 -1/6

1
=3 [360 — 4cosO — serLZB]’ZTZ/6

=3[ ()= seos(5) —sn2 () =3(-5) + eos (=) +sem2 (P
= % [271 + 4 cos (%) —sen (g)]

1[ V3 \/_l 3\/_

21 + 4= —

N |

e Area do lago menor:

1 -1/6
A== f (1 + 2sen6)?do
2 —-1/2

1 -
= — [30 — 4cosO — senZG]_’T/6

2 /2
1 T T T T T T
=§[3 (—g) — 4 cos (—g) — sen2 (—g) — 3(—5) + 4 cos (_E) + sen?2 (_E)]
1 T T T 33
=§[ﬂ—4cos(g) +Sen(—§)] =§+T
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e Area do lago maior menos a area do lagco menor:

B 3v3 m 3V3\ _m 3V3
4= (”+T>_(E+T>‘E+T

e Multiplicando por 2:

3V3
At=2(g+%—>= m+3J3

Questso 3: Calcule [f, F.dS, onde F(x,y,z) = xyi+ (y2 + e**")] + sen(xy)k e S é a superficie da

regido E delimitada pelo cilindro parabdlico z =1 — x? e pelos planos z=0,y=0ey + z = 2.

Resolugéo:

O campo vetorial € uma fungéo bastante complicada de ser integrada, particularmente a
componente da diregdo j. Entretanto, a parcela mais complicada dessa componente ndo depende

de y. Assim, o seu divergente é uma fungdo bem mais simples de ser integrada. De fato,
div(ﬁ) =y+2y+0=3y

Por outro lado, S é suave por partes e simples. Supondo que S esta orientada positivamente,

e tomando E como sendo o sélido delimitado por S,
E={(xy2)]-1<x<10<z<1-x%30<y<2-z}

Pelo Teorema da Divergéncia,

US ﬁ.ﬁdS:fﬂE div(ﬁ)dvzﬂfE 3ydv
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1 ,1-x* f2-z
=3 f f f ydydzdx
-1J0 0

1 ,1-x* p2-z 184
=3 f f f ydydzdx = ——
-1J0 0 35

Questdo 4: Calcule §. F - di se F(x,y,z) =xzi+xyj+y%k e C é a fronteira orientada da
superficie que consiste na parte do cilindro z = 4 — x* no primeiro octante que é delimitada pelos

planos coordenados e pelo plano y = 3.

Resolucao:

!
2 r 4 y

Para calcular a integral de linha, teria que dividir C em varios caminhos, uma vez que C nao é suave,

mas suave por partes. Por outro lado, supondo que C esta orientada positivamente, e sabendo que
0 campo F possui derivadas parciais continuas, podemos aplicar o Teorema de Stokes, tomando S

a superficie delimitada por C, orientada positivamente.

3€ F-di = ff rot (F) -dS

Cc S

= ff rot (F)(#) - (7, x #,)dA
[0,2]%][0,3]

Parametrizando S:
S: 7 (wv)=ul+ v+ (4 —udk, 0<u<20<v<3.
7,(w,v) = 1T+ 0] + (—2wk

#,(u,v) = 07+ 1 + 0k
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-

[ k R
X W)= (1 0 (—2w|=2uwl+0/+1k
0 1 0
Agora calculando o rotacional de F
- — - i) ‘7 E -
rot (F)(x,y,z) = V X F |d/dx 0/dy 8/dz|=2yi+x]+yk
Xz xy y?

rot (F)(#(u,v)) = 2vi+uj + vk
Por fim, calculando o produto escalar

rot (F)(F(wv)) - (7, x 7 (w,v)) =

Segue que
. 2 3 2 2 v=3 2 9
f F-df’:f f4uv+vdvdu=f 2uv? + — du=f 18u +—=du =
c 0 Jo 0 21, 0 2
9 u=2
= [9u2+—u] =36 +9 = 45.
2 ly=o

Presidente da Banca Examinadora





  r o t    (   F → )  (   r →  ( u , v ) ) =   2 v   i → + u   j → + v   k →


      r →  v  ( u , v ) = 0   i → + 1   j → + 0   k →


      r →  v  ( u , v ) = 0   i → + 1   j → + 0   k →


      r →  u  ( u , v ) = 1   i → + 0   j → +  ( − 2 u )   k →


      r →  u  ( u , v ) = 1   i → + 0   j → +  ( − 2 u )   k →


  S   :     r →    ( u , v ) = u   i → + v   j → +  ( 4 −   u 2 )   k → ,                     0 ≤ u ≤ 2 ,   0 ≤ v ≤ 3 .


  =     ∬   [ 0 , 2 ] × [ 0 , 3 ]  r o t    (   F → )  (   r → ) ∙  (     r →  u ×     r →  v ) d A


  =     ∬   [ 0 , 2 ] × [ 0 , 3 ]  r o t    (   F → )  (   r → ) ∙  (     r →  u ×     r →  v ) d A


    ∮  C    F →   ∙   d   r →   =     ∬  S  r o t    (   F → )   ∙ d   S →


    F →


  y = 3


  z = 4 − x ²


    F →  ( x , y , z ) = x z   i → + x y   j → + y ²   k →


    ∮  C    F →   ∙   d   r →  


  = 3     ∫  − 1 1    ∫ 0  1 − x ²    ∫ 0  2 − z  y d y d z d x =  184 35


  = 3     ∫  − 1 1    ∫ 0  1 − x ²    ∫ 0  2 − z  y d y d z d x =  184 35


  = 3     ∫  − 1 1    ∫ 0  1 − x ²    ∫ 0  2 − z  y d y d z d x


    ∬  S    F → .   n → d S =     ∭  E  d i v    (   F → ) d V =     ∭  E  3 y d V  


  E =    {  ( x , y , z ) | − 1   ≤ x ≤ 1 ,   0 ≤ z ≤ 1 −   x 2 ,   0 ≤ y ≤ 2 − z }


  d i v    (   F → ) = y + 2 y + 0 = 3 y


  y


    j → .


  y + z = 2


  y = 0


  z = 0


  z = 1 −   x 2


    F →  ( x , y , z ) = x y   i → +  (   y 2 +     e  x   z 2 )   j → + s e n ( x y )   k →


    ∬  S    F → . d   S →


    A  t = 2  (   𝜋 2 +   3  3 2 ) =   𝜋 + 3  3


  A =      ( 𝜋 +   3  3 4   ) −  (   𝜋 2 +   3  3 4 ) =   𝜋 2 +   3  3 2


  =  1 2  [ 𝜋 − 4  cos ⁡   (   𝜋 6 ) + s e n  ( −   𝜋 3 ) ] =   𝜋 2 +   3  3 4  


  =  1 2  [ 𝜋 − 4  cos ⁡   (   𝜋 6 ) + s e n  ( −   𝜋 3 ) ] =   𝜋 2 +   3  3 4  


  =  1 2  [ 3    ( −   𝜋 6 ) − 4  cos ⁡   ( −   𝜋 6 ) − s e n 2  ( −   𝜋 6 ) − 3  ( −   𝜋 2 ) + 4  cos ⁡   ( −   𝜋 2 ) + s e n 2  ( −   𝜋 2 ) ]


  =  1 2  [ 3    ( −   𝜋 6 ) − 4  cos ⁡   ( −   𝜋 6 ) − s e n 2  ( −   𝜋 6 ) − 3  ( −   𝜋 2 ) + 4  cos ⁡   ( −   𝜋 2 ) + s e n 2  ( −   𝜋 2 ) ]


  =  1 2     [ 3 𝜃 − 4 c o s 𝜃 − s e n 2 𝜃 ]  − 𝜋 / 2  − 𝜋 / 6


  =  1 2     [ 3 𝜃 − 4 c o s 𝜃 − s e n 2 𝜃 ]  − 𝜋 / 2  − 𝜋 / 6


  A =  1 2     ∫  − 𝜋 / 2  − 𝜋 / 6     ( 1 + 2 s e n 𝜃 ) 2 d 𝜃


  =  1 2  [ 2 𝜋 + 4    3 2 −    3 2 ] =   𝜋 +   3  3 4  


  =  1 2  [ 2 𝜋 + 4    3 2 −    3 2 ] =   𝜋 +   3  3 4  


  =  1 2  [ 2 𝜋 + 4  cos ⁡   (   𝜋 6 ) − s e n  (   𝜋 3 ) ]


  =  1 2  [ 2 𝜋 + 4  cos ⁡   (   𝜋 6 ) − s e n  (   𝜋 3 ) ]


  =  1 2  [ 3    (   𝜋 2 ) − 4  cos ⁡   (   𝜋 2 ) − s e n 2  (   𝜋 2 ) − 3  ( −   𝜋 6 ) + 4  cos ⁡   ( −   𝜋 6 ) + s e n 2  ( −   𝜋 6 ) ]


  =  1 2  [ 3    (   𝜋 2 ) − 4  cos ⁡   (   𝜋 2 ) − s e n 2  (   𝜋 2 ) − 3  ( −   𝜋 6 ) + 4  cos ⁡   ( −   𝜋 6 ) + s e n 2  ( −   𝜋 6 ) ]


  =  1 2     [ 3 𝜃 − 4 c o s 𝜃 − s e n 2 𝜃 ]  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2


  =  1 2     [ 3 𝜃 − 4 c o s 𝜃 − s e n 2 𝜃 ]  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2


  =  1 2     ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2  3 + 4 s e n 𝜃 − 2  cos ⁡  2 𝜃 d 𝜃


  =  1 2     ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2  3 + 4 s e n 𝜃 − 2  cos ⁡  2 𝜃 d 𝜃


  =  1 2     ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2  1 + 4 s e n 𝜃 + 2 ( 1 −  cos ⁡  2 𝜃 ) d 𝜃


  =  1 2     ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2  1 + 4 s e n 𝜃 + 2 ( 1 −  cos ⁡  2 𝜃 ) d 𝜃


  =  1 2     ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2  1 + 4 s e n 𝜃 + 4 s e   n 2 𝜃 d 𝜃


  =  1 2     ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2  1 + 4 s e n 𝜃 + 4 s e   n 2 𝜃 d 𝜃


  A =  1 2   ∫  − 𝜋 / 6  𝜋 / 2     ( 1 + 2 s e n 𝜃 ) 2 d 𝜃


  𝜃 =   −   𝜋 / 6 .  


  𝜃 =   − 𝜋 / 2  


  𝜃 = 𝜋 / 2 )


  𝜃   ⟷   𝜋 / 2     −   𝜃


  r  ( −   𝜋 / 2 ) = 1 − 2 = − 1


  r  ( −   𝜋 / 2 ) = 1 − 2 = − 1


  r  ( 𝜋 / 2 ) = 1 + 2 = 3


                                                                                                                      ⇒   𝜃 =   𝜋 2     e   𝜃 =   −   𝜋 2  


                                                                                                                      ⇒   𝜃 =   𝜋 2     e   𝜃 =   −   𝜋 2  


    r ′  ( 𝜃 ) = 0                             ⇒             2 c o s 𝜃 = 0


    r ′  ( 𝜃 ) = 0                             ⇒             2 c o s 𝜃 = 0


  r    ( 𝜃 ) = 1 + 2 s e n 𝜃     ⇒         r ′  ( 𝜃 ) = 2 c o s 𝜃


  ⇒ s e n 𝜃 =   −  1 2   ⇒   𝜃 =   −   𝜋 6     e   𝜃 =   7 𝜋 6


  ⇒ s e n 𝜃 =   −  1 2   ⇒   𝜃 =   −   𝜋 6     e   𝜃 =   7 𝜋 6


  r = 0   ⇒ 1 + 2 s e n 𝜃 = 0


  r = 0   ⇒ 1 + 2 s e n 𝜃 = 0


  r  ( 0 ) = 1 + 2 s e n 0 = 1


  r = 1 + 2   s e n 𝜃


  


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y      ( 3 , 9 ) =   − 6


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y      ( 3 , 9 ) =   − 6


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y      ( x , y ) =   − 6


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y      ( x , y ) =   − 6


    𝜕 ² f  𝜕 y ²    ( 3 , 9 ) = 2


    𝜕 ² f  𝜕 y ²    ( 3 , 9 ) = 2


    𝜕 ² f  𝜕 y ²    ( x , y ) = 2


    𝜕 ² f  𝜕 x ²    ( 3 , 9 ) = 36   > 0     ( ∗ )


  


  D  ( 3 , 9 ) =    [   𝜕 ² f  𝜕 x ²   ( 3 , 9 ) ]  [   𝜕 ² f  𝜕 y ²   ( 3 , 9 ) ] −      [     𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y      ( 3 , 9 ) ] 2


   {     x = 0      ( y = 0 )   :   C o n t r a d i ç ã o      x = 3     ( y = 9 )


   {     x = 0      ( y = 0 )   :   C o n t r a d i ç ã o      x = 3     ( y = 9 )


   {       x 2 = y    y = 3 x           ⇒           x 2 = 3 x       ⇒       x 2 − 3 x = x  ( x − 3 ) = 0


  y = 3 x


  y = 3 x


    𝜕 f  𝜕 y    ( x , y ) = − 6 x + 2 y = 0


    x 2 = y


    x 2 = y


    𝜕 f  𝜕 x    ( x , y ) = 6   x 2 − 6 y = 0


  x   ≤ 0   ,   y   ≤ 0 .


  f    ( x , y ) = 2   x 3 − 6 x y +   y 2 + 500


  y  


  x


  =      [ 9   u 2 +  9 2 u ]  u = 0  u = 2 = 36 + 9 = 45 .


    ∮  C    F →   ∙   d   r →   =     ∫ 0 2    ∫ 0 3  4 u v + v d v d u =     ∫ 0 2     [ 2 u   v 2 +     v 2 2 ]  v = 0  v = 3 d u =     ∫ 0 2  18 u +  9 2 d u =


  r o t    (   F → )  (   r →  ( u , v ) )   ∙  (     r →  u ×       r →  v    ( u , v ) ) =  


  r o t    (   F → )  (   r →  ( u , v ) ) =   2 v   i → + u   j → + v   k →


  r o t    (   F → )  ( x , y , z ) =    ∇ →   ×     F →    |      i →    j →    k →   𝜕 / 𝜕 x  𝜕 / 𝜕 y  𝜕 / 𝜕 z   x z  x y  y ² | = 2 y   i → + x   j → + y   k →


    F →


      r →  u ×       r →  v    ( u , v ) =    |      i →    j →    k →   1  0  ( − 2 u )   0  1  0 | = 2 u   i → + 0   j → + 1   k →

