Métodos Quantitativos em Economia

Questoes de Prova

Ementa: EquacOes de diferencas de primeira ordem e de ordem mais alta e aplicacdes a
Economia. Equacdes diferenciais lineares de primeira ordem, equacdes diferenciais
exatas, equacdes separaveis. Equacdes lineares de segunda ordem e de ordem mais alta.
Diagramas de fase. Aplicagdes econdmicas de equacgOes diferenciais e equacdes de
diferencas.

QUESTAO 1 - Equacdes diferenciais exatas
FONTE: CHIANG, Alpha C.; WAINWRIGHT, Kevin. Matemética para economistas. Rio de
Janeiro: Elsevier, 2006. Pag. 467

ENUNCIADO: Resolva a EDO exata:

2ytdy +y?dt = 0.

GABARITO:

Escrevendo na forma M(y,t) dy + N(y,t) dt = 0:

M(y,t) = 2yt,N(y,t) = y?
Verificando a exatiddo:

oM_. ON_,
TR =2y

Como sdo iguais, a equagao é exata.
Procuramos uma fungdo potencial ®(y, t) tal que

aCD—M—Z t
ay_ -y

Integramos em relagdo a y:

2

(1) = [ 2ytdy = 26[ ydy = 2t -2 = ty? + g 0),

onde g(t)é fungdo apenas de't.

ko]
Agora usamos —- = N = y2:

acD — 2_|_ ! t) = 2
5 =Y t9®©=y"
Logo g'(t) = 0 = g(t) = constante.

Portanto, a solugdo implicita é
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d(y,t) =ty? =,
onde Cé constante real.

Desta forma, a solugao explicita:

, C c
yi=7=2yO =17

o~

QUESTAO 2 -
ENUNCIADO:

A partir da Equacdo Diferencial Ndo-Linear de 12 Ordem:

d a
o k(®) = k(D) ~ 6k(®)

dadoque 0 < 5,6, a < 1, resolva:

a) Solucdo geral;

b) Estado Estacionario de k;

€) Classifique a estabilidade dindmica do equilibrio.
RESOLUCAO:

FONTE: CHIANG, Alpha C.; WAINWRIGHT, Kevin. Matemética para economistas. Rio de
Janeiro: Elsevier, 2006. Pag. 480-81

1
a) k(t) = [Ae‘(l‘“)5t +§]1_“

1

o E= ()

c) k(t) apresenta uma trajetdria dindmica convergente para k de maneira monotodnica.

QUESTAO 3 -
ENUNCIADO:

Para cada uma das equagdes diferenciais de segunda ordem lineares a seguir, pede-se:

e Solucgdo particular;

e Fung¢do complementar;

e Solugdo geral;

e C(lassifique a estabilidade dinamica do equilibrio.
a) 6y"(t)—y'(©) —y(t) =4

b) 4y"(t) —4y'(t) +y() =3

RESOLUCAO:
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Resolugao: Considere a equacao diferencial de segunda ordem:
y'(t) + a1y (t) + azy(t) = b.

Sua solugao geral, se ay # (0, é dada por:

Ajent + Aje™t + %, (raizes reais distintas)
y(t) =  Age™ + Agte™ + %._ (raizes reais repetidas)
e (Aj cos(vt) + Agsen(vt)) + ﬂ—bg (raizes complexas)
. 1,.-"4:1-}_—112
onde h = -% ev=-+—5—.

a)
O polinémio caracteristico associdado a esta EDO de segunda ordem é
dado por:
6r2 —r—1=0.
As raizes do polindémio caracteristico sao:
I1+v1+24 1
’}"1 — ———————————e. T
12
1—-v1+24 1
rg = — ———— = ——,
? 12 3
A solugao geral é, portanto:
y(t) = Aje?! + Aye~3t — 4.
A trajetoria dinamica diverge (r; > 0) de maneira monotonica (raizes
reais) com relacao ao equilibrio intertemporal y, = —4.
b)
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O polinémio caracteristico associdado a esta EDO de segunda ordem é

dado por:
4 —4r +1=0.

As raizes do polinémio caracteristico sao:

4416 —-16 1

n= g T
r 4—-+4/16—-16 1
. o A-VIE-T6 1
8 2

A solucao geral é, portanto:

y(t) = Ase?' + Agtes + 3.

A trajetoria dinamica diverge (ry,r; > 0) de maneira monotonica (raizes

reais) com relagao ao equilibrio intertemporal y, = 3.

QUESTAO 4 -
ENUNCIADO:

Solucione as seguintes equacdes de diferencas e, em cada caso, determine se a trajetdria
dindmica é convergente ou divergente e monotonica ou oscilatéria (assuma que x; = x, em
t = 0):

a) xy=—-3x,_1+4

1
b) .xt = Ext_l + 3.

U1 P4g. 04 de 08 - Documento assinado digitalmente. Para conferéncia, acesse o site https://portal.sgpe.sea.sc.gov.br/portal-externo e informe o processo UDESC 00047477/2025 e o codigo 25HK94VJ.



RESOLUCAO:
a) xy=—3x,_1+4
A equacgao de diferencas é dada por:
T+ 31 = 4.
Solugao particular. z; = x,_; = x,, substituindo na equagao obtemos:
T, + 3, = 4,

portanto: r, = 1.
Funcao complementar. A funcio complementar é dada por:

z. = A(—a)’,
onde A é uma constante arbitriria e a, neste caso, é igual 4 3. Portanto:
ayt
SEC —_ .’1(_15) .
Solucao geral. A solucao geral & dada por:
T =T, + 1, = A(=3)" + 1.
Solugao definida. Assumindo que x; = x5 em t = (), temos que:
rg=A+1,

portanto: A = xy— 1, substituindo o valor de A na solucao geral, obtemos
a solucao definida, que sera dada por:

xy = (xg — 1)(—3)" + 1.

Temos, portanto, que a trajetéria dindmica do equilibrio sera divergente
(|b] = 1) e oscilatéria (b < 0).%

3Lembrando que b = —a. Portanto, neste caso, b= —3.
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1
b) Xt = Ext_l + 3.

A equaciao de diferencas é dada por:

1
Ty — 5321_1 = 3.

Solugao particular. x; = x,_; = x,, substituindo na equacao obtemos:

1
fEP— Eﬂjp =3,

portanto: x, = 6.

Funcgao complementar. A fun¢ao complementar é dada por:
r. = A(—a)’,

onde A é uma constante arbitraria e a, neste caso, é igual & —1/2. Por-
tanto:

T, =A==
2
Solugao geral. A solucao geral é dada por:

1 £
T =T+ xp=A 2 + 6.

Solugao definida. Assumindo que z; = xy em t = 0, temos que:
Ip = A + ﬁ,

portanto: A = xy— 6, substituindo o valor de A na solucao geral, obtemos
a solucao definida, que serda dada por:

x; = (xg — 6) (%)i + 6.

Temos, portanto, que a trajetoria dindmica do equilibrio sera convergente
(|b] < 1) e monoténica (b > 0).*
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QUESTAO -5
ENUNCIADO:

Suponha que um depdsito de $100 é feito no comego de cada ano, comecandoemt = 0, em
uma conta bancaria que rende juros de 10% ao ano, pede-se:

(a) Derive uma expressao que mostre o montante disponivel nesta conta no comeco de cada
ano t.

(b) Encontre a solugdo definida da equagdo em diferencas de primeira ordem derivada no item
anterior.

(c) Classifique a estabilidade dinamica do equilibrio intertemporal para a equagdo em
diferencas obtida no item (a).

RESOLUCAO:

a)

Sabemos que a cada periodo t o investidor faz um depdsito de $100 em
sua conta bancaria e, além disso, a taxa de juros anual que incide sobre
o montante disponivel em conta, em cada periodo, é de 10%. Portanto,
no periodo ¢, o montante disponivel em conta para este investidor é dado
pelo rendimento de juros incidente sobre o montante disponivel no periodo
anterior (1 + r)y;—; (sendo r a taxa de juros e y,_; o montante disponivel
no periodo ¢ — 1) somado ao novo depésito realizado de $100. Ou seja:

ye = (14 7)y—1 + 100 = 1, 1y,_; + 100,
para uma taxa anual de juros igual de 10%."

b)
Consideraremos, entao, a equacao de diferencas de primeira ordem:

iy — 1._ ].yf_]_ = 1[]{]
Solugao particular. y, =y, = y,, substituindo na equacao obtemos:

yp — 1, 1y, = 100,

100

portanto: y, = 1-77-
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Funcao complementar. A funcio complementar é dada por:
t
r. = A(—a)",
onde A é uma constante arbitraria e a, neste caso, é igual a -1,1. Portanto:

Y. = A(1, 1)

Solugao geral. A solucao geral é dada por:

Y = Yo + Yp = z’l(l, 1]‘9 +

Solucgao definida. Assumindo que y; = yy em t = 0, temos que:

100
=A ;
Yo + - L1
portanto: A = 5 — % substituindo o valor de A na solu¢ao geral,

obtemos a solucao definida, que sera dada por:

100 100
w= (- 1) )+

Podemos reorganizar a equacgao anterior e usar o fato que yy = 100 para

obter: . (11)t
Y = 100(1, 1) + 100 [ ——==L ) .
" J((,)+u(1_1__1)

c)
Vimos que a solucao definida para a equacao de diferencas obtida é dada
por:

1-(1,1)t
v = 100(1, 1) + 100 | ———" ) .
Ui J((,}+{}(1_Ll)

Temos, portanto, que a trajetoria dinamica do equilibrio sera divergente
(|b] > 1) e monoténica (b > 0).2
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