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A Topologia ¢ uma area da matematica que estuda a maneira como os pontos de um
conjunto estdo distribuidos e conectados (ou ndo) entre si. Neste contexto, ndo ¢ levada em
consideragdo a forma exata dos objetos, mas sim, as propriedades que sdo preservadas quando,
por exemplo, estes objetos sdo deformados. Para formalizar esta ideia, definimos uma estrutura
chamada espaco topoldgico, que ¢ um espago no qual faz sentido falar em conjuntos abertos e
fechados. A partir dai surge a nogdo de fungdo continua, que € uma funcao que ¢ compativel com
as estruturas topoldgicas de dois espagos. Quando uma certa propriedade de um espago
topologico ¢é preservada por fungdes continuas definidas neste espago, damos a estas propriedades
o nome de invariantes topologicos.

Uma classe particularmente importante de fungdes continuas sdo os chamados
homeomorfismos, que sao deformagdes em um espaco topologico que podem ser revertidas. Por
exemplo, se deformarmos uma esfera em uma elipsdide, podemos achatar este elipsdide
novamente em uma esfera. Por outro lado, rasgar uma esfera em dois pedagos ndo ¢ uma
transformagdo continua. Invariantes topoldgicos sdo um tema central na topologia, pois nos
permitem analisar propriedades de objetos complexos utilizando objetos mais simples.

Um dos mais antigos invariantes topoldgicos conhecidos € a caracteristica de Euler.
Originalmente, era sabido que, para todo poliedro convexo, vale a seguinte relagdo: V-A+F=2,
onde V ¢ o niimero de vértices, A ¢ o nimero de arestas ¢ F é o nimero de faces do poliedro.
Utilizando esta relagdo, prova-se que existem apenas 5 solidos de Platdo (poliedros regulares).
Como todo poliedro ¢ homeomorfo a uma esfera, definimos entdo como sendo 2 a caracteristica
de Euler da esfera. Para estender este conceito a outros objetos, utilizamos um procedimento que
chamamos de triangulagdo. Construimos entdo uma superficie triangulada, que seja homeomorfa
a uma dada superficie. Com isto, utilizamos a férmula V-A+F = y, onde y ¢ a chamada
caracteristica de Euler da superficie. Por este procedimento, calculamos a caracteristica de Euler
de um toro com n buracos (y=2-2n), da garrafa de Klein (¥=0), dentre varias outras.

A Topologia Geral, como o nome indica, estuda conjuntos de maneira bastante genérica e
abstrata. Por sua vez, a Topologia Algébrica possui um enfoque maior em curvas, superficies e
variedades (generalizagdo de superficies para n dimensdes). Este trabalho teve como foco apenas
as curvas e superficies. Utilizamos entdo uma ferramenta da Algebra chamada Teoria de Grupos.
Um grupo ¢ um conjunto ndo-vazio G munido de uma operagdo que ¢ associativa, possui
elemento neutro e cada elemento do conjunto possui um inverso em relagdo a operacao definida.
Um exemplo de grupo € o conjunto dos nlimeros inteiros com a operagao de adicao.

A ideia da Topologia Algébrica ¢ definir uma estrutura algébrica sobre uma dada
superficie. Neste trabalho, definimos entdo o que chamamos de grupo fundamental. Em uma
superficie, definimos um ponto como base e consideramos todos os lagos (curvas fechadas) que
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se iniciam e terminam neste ponto. Dizemos que dois lagos sdo iguais caso possamos arrastar
continuamente um lago até outro sobre a superficie. Definimos entdo a operacdo entre caminhos
como a concatenacao destes lagos. De fato, ¢ possivel verificar que isto define uma estrutura de
grupos no conjunto de todos os lacos. Por exemplo, sobre uma esfera, qualquer par de caminhos
fechados pode ser deformado para o outro. Por conta disso, o grupo fundamental da esfera tem
apenas um Unico elemento. Por outro lado, sobre um toro, um caminho que passa em torno do
buraco jamais podera ser deformado em um caminho que da a volta pela lateral do toro. Logo,
temos uma superficie cujo grupo fundamental possui mais de um elemento.

Uma propriedade interessante do grupo fundamental ¢ que, se duas superficies possuem
grupos fundamentais diferentes, estas superficies obrigatoriamente ndo poderdo ser
homeomorfas, isto é, sera impossivel deformar continuamente uma superficie na outra. Temos
entdo que uma esfera ndo serd homeomorfa ao toro, isto ¢, ndo podemos abrir um buraco na
esfera através de transformacgdes continuas. Por outro lado, superficies com o mesmo grupo
fundamental podem ndo ser homeomorfas. Um exemplo ¢ a esfera e um disco. Ambos tém grupo
fundamental com apenas um elemento (grupo trivial), porém, ndo sdo homeomorfas. Neste caso,
a nao existéncia de um homeomorfismo entre a esfera e o plano, segue do fato de todo
homeomorfismo preserva compacidade, e destes dois espacos, apenas a esfera é compacta. Um
dos resultados mais interessantes e importantes apresentados no trabalho ¢ o fato de que o grupo
fundamental do circulo ¢ o conjunto dos numeros inteiros com a operagao usual de adigdo. A
partir deste resultado, conseguimos provar alguns teoremas importantissimos como o Teorema
Fundamental da Algebra, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (para dimensdo 2) e o Teorema
de Borsuk-Ulam (para dimensao 2).

Apbs isso, estudamos os chamados espagos de recobrimento. Dizemos que um objeto X
recobre um objeto Y se existe uma funcdo continua p de X para Y de modo que, para cada ponto
de Y, existe uma quantidade enumeravel de pontos de X que sdo levados até este ponto em Y
através da fun¢do p. Podemos, por exemplo, recobrir um circulo enrolando a reta real sobre este
circulo. Deste modo, a reta é um recobrimento do circulo. Os recobrimentos revelam
interessantes relagdes entre os grupos fundamentais dos espacos de recobrimento e os espacos
recobertos. Com isso, temos mais uma ferramenta que nos permite, por exemplo, calcular alguns
grupos fundamentais de maneira mais facil.

Por fim, estudamos o teorema de Seifert-Van Kampen, que ¢ uma poderosa ferramenta
que nos permite calcular grupos fundamentais de objetos consideravelmente complicados.
Utilizando este teorema, podemos decompor uma superficie complexa em superficies mais
simples as quais conhecemos os grupos fundamentais. Deste modo, o grupo fundamental sera
dado pelo produto livre amalgamado dos grupos fundamentais de cada um destes pedagos. O
produto livre de grupos ¢ o grupo formado pela concatenacdo de elementos destes dois grupos.
Nestes casos, ¢ comum obtermos grupos bastante complicados e, muitas vezes, de dificil
manipula¢do. O grupo fundamental ¢ uma poderosa ferramenta, que nos permite demonstrar
varios resultados interessantes, porém, com algumas limitagdes. Por exemplo, s6 conseguimos
provar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e o Teorema de Borsuk-Ulam para dimensdo 2
utilizando o grupo fundamental. Para demonstrar estes teoremas em dimensdes mais altas, ¢
necessario o uso de uma ferramenta chamada homologia, que ¢ uma estrutura algébrica mais
refinada do que o grupo fundamental.
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