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Uma caminhada aleatéria € um modelo matematico para determinar a probabilidade de se
encontrar um caminhante (particula) em uma posicdo no espaco, ap06s uma sequéncia de passos
aleatdrios. Para uma caminhada aleatdria classica em uma dimensdo, a particula segue uma
sequéncia de t passos, em que para cada passo € realizado o langamento de uma moeda nao viciada.
Se o resultado for “cara” a particula move-se para a esquerda, se for “coroa” ela move-se para a
direita. Assim, para uma quantidade muito grande de passos a distribuicédo final de probabilidades
é dada por uma distribuicdo Gaussiana e a dispersao do caminhante é proporcional a raiz do nimero
de passos o(t)~+t (comportamento difusivo). J4 uma caminhada quantica em uma dimens&o, o
caminhante que é uma particula quéntica possui um grau de liberdade interno extra (spin-1/2), além
do grau de liberdade externo (posicdo ou momento). Devido aos fendmenos de interferéncia e
superposicao, a probabilidade de localizar a particula agora é drasticamente distinta da distribuicao
Gaussiana. Apds muitos passos, a distribuicdo de probabilidades apresenta dois picos afastados e
a dispersdo do caminhante é diretamente proporcional ao nimero de passos, ou seja, o(t)~t
(comportamento balistico).

O caminhante quantico é representado por um qubit que tem seu estado expresso por uma
fungdo |¥(t)) pertencente ao espaco de Hilbert H = H-®Hp, em que H; é 0 espaco da moeda
quantica, dado pela superposicdo de estados de spin up (| T)) e down (| {)), e Hp é 0 espaco de
posicdes j ao longo de uma reta infinita. A caminhada inicia-se com um qubit na representacéo de
Bloch, usualmente na origem do sistema de coordenadas (j=0),

®(0)) = [cos (%) | 1) +eBsen (%) | b ®10).

Para efetuar um passo na caminhada quéantica € aplicado ao qubit o operador de evolugdo temporal
dado por U=S(C®1p), em que 1p € a identidade no espago de posi¢des, C é a moeda quéntica que
gera uma nova superposic¢ao no qubit e S é o operador de translagdo condicional que translada as
amplitudes de probabilidades de spin up para a direita e spin down para a esquerda. Ao longo da
caminhada podem ser aplicadas diferentes moedas, alternando-as de maneira aleatdria ou ndo. Uma
representacdo de moeda pode ser expressa pela moeda C(8), e a partir desta, obtém-se outras duas
moedas bastante utilizadas em caminhadas quanticas e Uteis para este trabalho: a Hadamard (H)
com 6 = m/4, e Pauli-z (g,) com 8 = 0, todas representadas abaixo em suas formas matriciais:

_[cos(8) sen(6)

1 1
o) = sen(0) —cos(6)]’ H=E[} —11] ’ 02:5[(1) —01]
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A distribuicdo de probabilidades para a posicdo de uma particula ao longo de uma
caminhada quantica pode ser relacionada a entropia de Shannon. Quanto menor o valor desta
entropia, mais certeza se tem sobre a posi¢do da particula (dispersdo pequena) e quanto maior o
valor da entropia, menor € a certeza sobre a posi¢do da particula (disperséo grande), dado que todas
as posicoes terdo probabilidades muito préximas ou iguais. O valor da entropia de Shannon pode

ser expresso por: H(t) = —Z§=_tpj logz(pj), tal que Hs,(t) = log,(t +1) é a entropia
méaxima. Quando o parametro 6(t) da moeda varia no tempo segundo, 6(t) = %6 (sen(n logzt)),

tal que 6(x) =1 para x =0 e §(x) =0 para x # 0, portanto, alternando entre as moedas
Hadamard para passos de tempo tais que t = 2™ (n € N*) e Pauli-Z para demais passos de tempo.
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Figura 1. Comparacdo entre as caminhadas quéanticas (CQ) de maxima entropia (circulo preto),
Hadamard (losango verde) e Fourier (tridngulo azul) junto a distribuicdo uniforme correspondente
(quadrado vermelho transparente): (a) distribui¢éo de probabilidadesindode t = 2 até t = 16 onde
€ =1— H(t)/Hns,(t), (b) a probabilidade de retorno da particula para a posi¢do de origem, (c)
variancia da posicéo a2 = (j2)-(j)?, (d) entropia de Shannon e (e) divergéncia de Kullback-Lieber
para cada caminhada com respeito a distribui¢do uniforme.

Figura 1 mostra que a caminhada evoluida no tempo pela moeda 6(t) se aproxima muito
bem da entropia de Shannon méxima ao longo de toda a caminhada, tendo valores iguais ao
maximo nos passos de tempo t = 2™ — 1 (n € N*) mas com uma pequena diferenca para os demais
passos, que fica cada vez menor conforme n aumenta, tal que para n — oo teremos H — H,,, .
Verificamos resultados semelhantes partindo de um estado inicial deslocalizado.
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