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A pesquisa realizada teve como objetivo ampliar os conhecimentos do bolsista em Algebra
Abstrata, explorando as estruturas de grupos desde os conceitos iniciais até a demonstracdo do
Lema de Burnside e suas aplicagdes. A metodologia empregada neste estudo baseou-se em revisoes
bibliograficas. Para garantir um embasamento teérico solido nos tdpicos iniciais da Teoria de
Grupos, foram consultados os livros de Domingues e Iezzi (2003) e Garcia e Lequain (2018). Além
disso, visando alcangar os propositos deste estudo, aprofundamos nossa pesquisa no conceito de
acoes de grupos finitos sobre conjuntos finitos. Para essa investigacdo, fundamentamo-nos nas
obras de Dummit e Foote (2004), Nagpaul e Jain (2005) e Rotman (1995).

Um grupo ¢ um conjunto munido de uma operagao que satisfaz algumas propriedades; a
saber, a operagdo deve ser associativa, possuir elemento neutro e cada elemento do conjunto deve
possuir um simétrico (inverso). Por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros munido da operagao
de adic¢do usual € um grupo.

Os grupos mais relevantes para os resultados deste trabalho sdo os grupos de permutacgdes,
que incluem os grupos de rotacdes e os grupos diedrais. Um grupo de permutagdo ¢ o conjunto de
bije¢des de um conjunto nao vazio X, na qual a operacao ¢ a composigao dessas fungdes.

Ao explorar as acdes de grupos, destacamos a conclusdo e demonstragdo do Lema de
Burnside, que desempenha um papel fundamental no escopo desta pesquisa. O foco principal do
trabalho recai na aplicagdo desse lema em contextos relacionados a coloracdo de objetos. Esse
resultado possui tanto aplicagdes dentro da propria Matemdtica como em outras areas do
conhecimento, incluindo Quimica, Fisica e Ciéncia da Computacao.

Definicao: Seja G um grupo e X um conjunto ndo vazio. Uma agdo de grupo de G em X é
uma fun¢do a que leva cada par ordenado (g,x) € G X X em um elemento ay(x) € X,
satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para todo x € X, a,(x) = x, onde e é o elemento neutro de G;

(i) Para quaisquer g,h € G ex € X, ay (an(x)) = agp ().

Para demonstrar o Lema de Burnside, foi necessario compreender a defini¢cdo e relagdes
entre os seguintes conceitos fundamentais de uma agao de grupo: 6Orbita, estabilizador e conjunto
dos pontos fixos de um elemento do grupo.

Seja o uma agao de um grupo G sobre um conjunto X. Para cada x € X, definimos:

e aorbita do elemento x como sendo o subconjunto O, = {a, (x) | g € G} de X.

e o estabilizador de x como o subconjunto S, ={g € G | a4 (x) = x} de G.
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E para cada g € G, o conjunto dos pontos fixos g € o subconjunto Fix, = {x € X | az(x) = x}de
X.

Tendo feito os devidos estudos e analisado os resultados importantes a respeito dos topicos
citados, foi possivel demonstrar o Lema de Burnside.

Lema de Burnside: Seja G um grupo agindo em um conjunto X, ambos finitos. Entdo o

, g . x|,
numero de orbitas distintas, denotado por |E|’ ¢ dado por

X 1 _
|— Zmz leg.

G
geaG

Apo6s entendermos um pouco mais sobre esse resultado, pudemos estudar algumas
aplicagoes sobre coloracdo de objetos, tais como na coloracdo das faces de um cubo com n cores
em que cada face do cubo pode receber uma tnica cor. Nesse caso, interpretamos as coloragdes
possiveis das faces de um cubo como um conjunto e o grupo de rotacdes agindo sobre este conjunto.
As coloragdes que podem ser obtidas através de uma simetria de rotagdo do cubo devem ser
consideradas iguais. No cubo existem trés tipos diferentes de eixos de rotagdo (veja Figura 1) e o
numero das simetrias obtidas por essas rotagdes ¢ dado pela contagem das rotagdes que existem
em cada um desses tipos (total de 24 simetrias).

Figura 1: Rotagdes do cubo

Os estabilizadores representam as coloragdes que permanecem iguais apos a aplicacao de
uma rotagdo. Portanto, as orbitas sdo consideradas como as coloragdes distintas, ¢ o nimero de
orbitas distintas, determinado pelo Lema de Burnside, reflete as diferentes maneiras de colorir o

cubo (total de i (n® + 3n* + 12n3 + 8n?) maneiras).
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