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DINÂMICA NÃO LINEAR DE NANOTUBOS DE CARBONO CURVADOS COM 
AMORTECIMENTO CÚBICO E EXCITAÇÃO PERIÓDICA

Fábio Scortegagna Ramos, Dr. César Manchein

INTRODUÇÃO
Nanotubos de carbono são folhas de grafeno enroladas em tubos de 1 a 3 nm de diâmetro, podendo 
apresentar múltiplas camadas com diâmetros de até centenas de nanômetros (Atkins; Jones, 2010). 
Suas  propriedades,  como  alta  resistência  à  deformação,  flexibilidade,  grande  área  superficial, 
piezoresistividade e sensibilidade da condutância a perturbações químicas, viabilizam aplicações em 
sensores de massa e  de vibração estrutural  (Shoukat;  Khan,  2021).  Neste  contexto,  a  dinâmica 
individual  do  nanotubo  é  especialmente  relevante  em  nanoressonadores  de  massa,  capazes  de 
resolução da ordem de dezenas de prótons (Shi; Lei; Natsuki, 2021). Regimes de oscilação caóticos, 
no entanto, comprometem a precisão das frequências de ressonância, tornando tais instabilidades 
indesejáveis (Askari; Esmailzadeh, 2014). Como o regime dinâmico é fortemente determinado pelo 
mecanismo de dissipação, usualmente tratado como linear, sabendo que modelos não lineares têm se 
mostrado mais aderentes aos dados experimentais, é relevante compreender os efeitos desta não 
linearidade nas respostas dinâmicas dos nanotubos (Wang et al., 2025; Eichler et al., 2011). Em vista 
disso, este trabalho tem como objetivo determinar qualitativamente a influência de uma dissipação 
cúbica na estabilização das vibrações de um nanotubo de carbono operando como nanoressonador.

DESENVOLVIMENTO
Os nanotubos foram modelados como vigas viscoelásticas nanométricas de seção transversal anular, 
sujeitas a forçamento transversal harmônico sobre fundação dissipativa não linear. Para incorporar 
efeitos de nanoescala, empregou-se a teoria de vigas de Euler-Bernoulli associada à não localidade 
de Eringen (Wang; Li, 2014). A equação de movimento foi obtida pelo princípio de Hamilton e, a 
partir das condições de contorno de extremidades simplesmente apoiadas, reduzida a uma equação 
diferencial ordinária via método de Galerkin, restrito ao primeiro modo normal de oscilação, o mais 
relevante em uma aproximação de um grau de liberdade. A análise numérica compreendeu o cálculo 
do espectro de Lyapunov (Wolf et al., 1985) e das curvas de ressonância primária do sistema, que 
dominam o comportamento qualitativo (Nayfeh; Mook, 2024). 

RESULTADOS
Obtivemos  a  seguinte  equação  diferencial  ordinária  não  linear  e  não  autônoma,  na  forma 
adimensionalizada:

ẍ+(a+b ẋ2) ẋ+x+γ x3=A cos ωt . 
Nela, x é a deflexão do nanotubo; a e b são, respectivamente, os coeficientes de dissipação linear e 
cúbica; γ  é a não linearidade geométrica; A é a amplitude e ω é a frequência angular do forçamento 
externo. Destes parâmetros, mantivemos fixos: (γ ,ω)=(6,0 ;2,0). O cálculo do espectro de Lyapunov 
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revelou uma presença negligível de quasiperiodicidade (quando, junto do primeiro, o segundo maior 
expoente é nulo), logo, podemos considerar apenas o maior expoente λ1 ( A ,a) (Figura 1), que quando 
positivo, caracteriza um regime caótico e, quando nulo, neste caso, caracteriza um regime periódico 
(subentendendo-se um segundo maior expoente negativo) (Strogatz, 2024). O cálculo foi realizado 
seguindo o atrator da esquerda para a direita, partindo de  (x (0); ẋ (0))=(−0,1 ;0,5), ao longo de 
107 passos de integração com tamanho 0,01, após o descarte de um transiente de 106 passos. De (a)-
(f), cada plano de parâmetros ( A ,a) de resolução 1000×500, corresponde a um valor distinto de b, 
respectivamente: 0,0; 1,0×10−5; 5,0×10−4; 2,0×10−3; 5,0×10−3; 1,0×10−2. A transição (a)-(b) não 
revela mudanças substanciais, mas em (c), as regiões caóticas são levemente distorcidas e deslocadas 
para  baixo,  mais  evidente  na  transição  (d)-(f),  cujo  estágio  final  é  um plano  majoritariamente 
periódico. Uma análise mais cuidadosa da transição (c)-(d) revela que as regiões caóticas para menor 
A são mais resistentes à variação de b, evidenciando que a dinâmica do nanotubo estabiliza-se mais 
rapidamente para excitações de maior amplitude quando a dissipação cúbica aumenta.
A partir da aproximação de ressonância primária, derivamos a seguinte superfície de nível no espaço
( A , xmax ,ω), em que xmax é a deflexão máxima do primeiro harmônico:
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2 )
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4

b ω3 xmax
2 )

2]−A2=0.

Usando o método de Newton (Ruggiero, 1998), calculamos as curvas de resposta (Figura 2) fixando 
em (a)-(c), a=0,1; em (a), A=1,0; em (b), A=10,0 e em (c), A=100,0. As curvas obtidas apresentam 
o fenômeno de histerese entre os pontos de tangência vertical, denotando uma região de instabilidade, 
ou seja, seções transversais das regiões de dobra na superfície de nível. De (a)-(c), o incremento de  
b causa o achatamento da curva e a supressão da região de instabilidade, maior em (a) do que em (b) 
e (c). Apesar da variação de b ser a mesma, apenas em (c) a região de instabilidade é removida por 
completo. Disso, conclui-se que as regiões de instabilidade da superfície de nível são mais resistentes 
à  variação de  b para menores amplitudes do forçamento externo,  resultado que estende para a 
dimensão  ω os  obtidos  por  meio dos  diagramas de Lyapunov:  a dissipação cúbica tem maior  
influência na estabilização do sistema quando as amplitudes do forçamento externo são mais altas. 

CONSIDERAÇÕES FINAIS
A consideração de uma dissipação não linear revelou aspectos do mecanismo de dissipação que 
seriam desprezados na aproximação linear, apesar de serem importantes para a estabilização das 
oscilações. Com métodos distintos, obtivemos os diagramas de Lyapunov e as curvas de ressonância 
primária e reunimos duas análises complementares que determinaram o papel da dissipação cúbica 
na  dinâmica  do  sistema.  Tendo  em  vista  as  aplicações  mencionadas,  os  resultados  da  análise 
qualitativa são relevantes para a literatura de nanoressonadores de nanotubos de carbono e contribuem 
para a produção de dispositivos mais precisos e eficientes.
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ANEXOS

  
Figura 1. Estabilização no plano de parâmetros do maior expoente de Lyapunov devido ao 

aumento da dissipação cúbica.

Figura 2. Redução da região de histerese nas curvas de ressonância primária em decorrência do 
incremento da dissipação cúbica para amplitudes distintas.
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