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Devido a ndo linearidade material inerente a viscoelasticidade, descrever uma relagao
constitutiva de tensdo-deformacao pode ser dificil, para tentar modelar matematicamente tal
relagdo foram criados diversos modelos com ligacdes em série € em paralelo de diversos
elementos que se comportam de forma elastica, representado por uma mola, € elementos de
comportamento viscoso, representado por um amortecedor. Para cada elemento ¢ necessario
encontrar um parametro de propriedade do material que descreve aquele comportamento, no caso
da mola ¢ preciso um modulo de elasticidade que relaciona a tensao e a deformagao para cada
mola utilizada no modelo e uma viscosidade que relaciona a tensdo com a taxa de variagao da
deformacao para cada amortecedor incorporado, a necessidade da obtencao de varias
propriedades do material torna mais trabalhoso o modelamento dos materiais. As derivadas
fraciondrias se aplicam neste contexto de tentar modelar o comportamento dos materiais da
melhor forma possivel com a menor quantidade de pardmetros utilizando um terceiro tipo de
elemento que nao se comporta de forma elastica e nem viscosa completamente, chamado de
amortecedor-mola, que possui um parametro sem significado fisico direto que relaciona a tensao
com a derivada de ordem ndo natural, geralmente entre 0 ¢ 1, da deformacao.

As derivadas fracionarias sao definidas como derivadas de ordem nao natural, apesar de a
defini¢do ter sido feita pela primeira vez no século XVII apenas duzentos anos depois comegou a
ser aplicado a problemas de engenharia. Neste estudo foi focado na definicdo de Grunwald-
Letnikov, foram estudadas e analisadas as diferencas entre os codigos que calculam
numericamente e procuram diminuir o gasto computacional associado ao célculo das derivadas.

A derivada de Grunwald-Letnikov vem da defini¢ao das derivadas de ordem natural e
utilizando a fungdo gama a fim de possibilitar o calculo para valores de ordem ndo natural
chegando a equacao (1).
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Devido ao fato de ser necessario computar toda a historia da varidvel para cada passo de
tempo o gasto em tempo e em armazenamento computacional aumenta muito com o decorrer do
tempo e levando em consideracao que os fatores de Grunwald-Letnikov tenderem a zero com o
passar do tempo foram criados codigos que calculam as derivadas de forma aproximada em favor
de economizar tempo de processamento. O primeiro codigo sai direto da definicdo da derivada
tomando um valor limitado para N e utilizando At = t/N, o segundo codigo de economia estudado
neste trabalho foi o descrito por Pandovan (1987) onde apenas a historia mais recente da variavel
¢ considerada no calculo truncando o somatorio em um tempo predeterminado, o segundo codigo
¢ descrito por Schimdt e Gaul (2002) onde a histéria mais antiga da variavel ¢ considerada nos
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calculos como apenas uma contribuicao aproximada através de uma fun¢ado de transferéncia que
pode ser calculada através de uma interpolagao.

Na figura 1 ¢ demonstrado as derivadas fraciondrias calculada com o tempo de 0 a 10 com o
passo de tempo de 0.1 para a funcio f(t) = x!* para diversos valores de alpha diferentes, assim
como o valor analitico da funcao e da sua derivada de ordem um, € possivel verificar a
proximidade entre a derivada fraciondria e a derivada de ordem natural quando a ordem das duas
sdo proximas, sendo que no grafico ndo ¢ possivel verificar a diferenca da derivada calculada
com o= 0.001 e a fungdo em si (ou a derivada de ordem 0 da fun¢ao) nem da derivada
fraciondria com o = 0.999 da de ordem natural igual a um.

A figura 2 mostra um comparativo da mesma funcao, com derivadas fracionarias calculadas
com t entre 0 e 20, e alpha = 0.7 e At=0.1, € possivel notar que com o aumento do nimero de
Nmax utilizado e uma valor maior para i e k os codigos se assemelham mais com o de referéncia
que computa toda a historia da variavel. E possivel notar que aumentar de 40 para 80 o pardmetro
Nmax aproxima bastante da referéncia mesmo a primeira calculando com todos os passos em
cada ponto.
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Fig 1. Grafico comparativo de diversos valores de alpha.
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Fig 2. Comparagao entre os coddigos com diferentes parametros.
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