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1 Norma H, de sistemas

Considere o seguinte sistema nominal

= Ax + By,w
z=C,x+ D,yw

(1)

onde z(t) € R"™ representa o vetor de estados, w(t) € R™ a entrada de pertubagoes,
z(t) € R™ as saidas de interesse, e A, By, C., D, s@o matrizes constantes com dimen-
soes apropriadas. Suponha, sem perda de generalidade, que x(0) = 0. Este sistema pode ser
representado no dominio da frequéncia pela seguinte matriz de transferéncia:

Hy.(s) = Cy(sI — A)"' B, + D, (2)

A norma H,, do sistema (1) é definida como o maior ganho da sua resposta em frequén-
cia!. Antes de apresentar a definicao geral de norma H.,, considera-se o caso de sistemas
SISO onde a entrada w, a saida z e a funcdo de transferéncia H,.(s) indicados na Figura 1
sao escalares.

Hy.(s) —=

Figura 1: Relacao entrada-saida.

A Figura 2 mostra a resposta em frequéncia deste sistema, onde M, representa o pico de
ressonancia e w, é a frequéncia de ressonancia.

Note que o pico de ressonancia ¢ o maior ganho que o sistema é capaz de oferecer ao
sinal de entrada. Desta forma, para o caso de sistemas SISO, a norma H., pode ser descrita
como

[ Huwz(8) oo = max|Hy.(jw)| = M. (3)

1 A resposta em frequéncia de um sistema linear invariante estavel caracteriza a resposta e regime perma-
nente para excitagoes senoidais de diversas frequéncias. Em resumo, para uma excitagdo w(t) = A sen(wgt) a
resposta em regime permanente do sistema Z(s) = H(s)W (s) é z(t) = B sen(wot + ¢) onde B = A |H (jwo)|

e = fH(ij).
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Figura 2: Diagrama de Bode.

No caso de sistemas MIMO a ideia de médulo nao se aplica e deve ser substituida pela
norma espectral da matriz de transferéncia®?. Assim, um diagrama de Bode similar ao da
Figura 2 pode ser obtido para a funcao ||H,,(jw)|| = 7{Hw.(jw)} e a norma H., do sistema
corresponde ao pico de ressonancia dessa funcao dando origem a defini¢ao

[ Hus(5) oo = sup 7 {Hus(j)} (4)

Note que se H,,.(jw) for uma funcgao escalar entao o{H,,(jw)} = |Hy.(jw)|, retornando
a expressao (3) para o caso de sistemas SISO.

Como j4 foi salientado, a norma H., de um sistema representa o maior ganho da sua
resposta em frequéncia e pode também ser vista como o maior ganho em termos de energia
que o sistema pode oferecer a um sinal de entrada [2]. Esta interpretacio é bastante ttil e
fornece uma definicao alternativa para a norma H.,. Pelo teorema de Parseval temos

1
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onde W (jw), Z(jw) sdo as transformadas de Fourier dos sinais w(t), z(t). Como Z(jw) =

2A norma espectral é a norma de matrizes induzida pela norma Euclidiana de vetores, i.e. para vetores
y, w e uma matriz M satisfazendo y = Mw temos |ly|| = |[Mw| < [|[M||||w]]. Ela é definida como sendo
|M]|| =7{M} onde 3{M} denota o valor singular maximo de M. Os valores singulares (o) de uma matriz
M séo definidos como sendo a raiz quadrada dos autovalores de M*M, i.e. o;(M) = \/\; (M*M) onde M*
é a matriz complexa conjugada transposta de M. Note que os valores singulares sao reais e nao negativos.



Hy.(jw)W (jw), temos

[~ s s . .
00 = 57 | W) sl Hus )W (i) s
1 o0
2m

§<SupU{szjw) / W (jw) W (jw) dw.

IN

(7 { Howe () })* W (jw) W (jw) de (6)

Esta ultima expressao pode ser reescrita na forma

12@)ll2 < [[Huw: () loo[w(t) |2 (7)

onde se nota que a norma H., de um sistema pode também ser vista como o maior ganho em
termos de energia que o sistema pode oferecer a um sinal de entrada. Se escolhermos o sinal
de entrada W (jw) adequadamente® podemos ter a igualdade [|z(t)|ls = || Huw:(8)]oo||w(t)]]2-
Para isso basta escolher w(t) = Vj sen(wot)Gr(t) onde Vj é o autovetor de H,,, (jwo)* Hy. (jwo)
correspondente ao seu maior autovalor, wy é a frequéncia onde ocorre o sup, { H,,(jw)} e
Gr(t) é a fungdo porta? que define o truncamento do sinal para T suficientemente grande
(veja nota de rodapé). Os elementos do vetor Vj sdo as amplitudes das senoides de cada
componente do vetor w(t). Um valor negativo de uma das componentes de Vj indica uma
defasagem de 180 graus dado que — sen(wt) = sen(wt + 7).

A partir dessa relacdo pode-se definir a versao no dominio do tempo da norma H., como

[EQIP
[Huz ()]l = S () (8)

2 Determinacao da Norma ., sub-6tima

Uma das maneiras de determinar a norma H., de um sistema nominal é através da sua res-
posta em frequéncia. Para sistemas com uma entrada e uma saida (SISO) pode-se utilizar o
diagrama de Bode para obter o ganho maximo do sistema com relacao a todas as frequén-
cias. Entretanto, o conceito de resposta em frequéncia para sistemas com multiplas entradas
e saidas (MIMO) é mais complexo e pode ser obtido através da nogao da decomposigao pelo
valor singular |2, 3].

Ao invés de determinar o valor exato da norma H.,, uma ideia bastante comum consiste
em se determinar numericamente um limitante superior v para ||Hy,.(s)||s utilizando a
defini¢ao (8). Em outras palavras, busca-se um escalar positivo tal que

[ Huwe(8)]lo0 < 7- (9)

3Note que sinais de entrada persistentes do tipo degrau ou senoides nio possuem energia finita e portanto
para eles ndo podemos calcular ||w(t)||2, nem tampouco a norma da resposta do sistema ||z(t)||2. Para obter
a resposta em frequéncia com sinais de energia finita basta considerar senoides truncadas num instante de
tempo suficientemente grande de tal forma que o regime estacionério da resposta seja atingido com a precisao
desejada.

1A fungdo porta Gr(t) é definida como G (t) = 1 para |t| < T e zero caso contrario.




O problema de encontrar o limitante acima é conhecido como problema H., sub-6timo.
Para encontrar o valor exato da norma basta minimizar v de forma iterativa. Este problema
pode ser resolvido de diversas maneiras, como por exemplo pela equagao de Riccati |3,
Cap.12], pela matriz Hamiltoniana [2] ou por LMIs [1].

3 Determinacao da Norma H., via LMI

Primeiro observe que a condicao desejada

— qu [2(®)]]2 . J7 () 2(t) dt
s () loe = 50010l = 20\ T we o) de

< (10)

pode ser reescrita na forma

/OOO 2(t) 2(t) dt < +* /Uoo w(t)w(t) dt. (11)

Como o sistema ¢ exponencialmente estavel, i.e. z(co) = 0 e as condicoes iniciais sao
nulas, i.e. z(0) = 0, considere o problema de determinar uma fun¢ao V(z) = z(t)' Px(t),
onde P é uma matriz simétrica positiva definida, tal que

V(x) 4 2(t) 2(t) — v*w(t)w(t) <0, (12)

onde V() é a derivada de V(z) para as trajetorias do sistema. Observe que se encontramos
V(z) que satisfaga a condi¢ao anterior entdo teremos (11) e portanto (10) satisfeitas. Para
recuperar (11) basta integrar (12) no intervalo ¢ € (0,7) com T — oo. O interesse da
condicao anterior é que podemos expressa-la como uma LMI. Para isso basta notar que

V() + 2(t) 2(t) — Yw(t)w(t) =

[a@ }'{A’PJrPAJrC;CZ PB, + C.D, } [x

T
w B P+D.C. —I, +D.D, w} <0, V[w} 70 (13)

o que nos leva a LMI

[AP+PA+CzCz PBy + C.Dy }<0. (14)

B.P+D.C.  —~*I,, + DD,

Este resultado, conhecido como “Bounded Real Lemma”, é na realidade uma condicao
necessaria e suficiente para (10) [1]. Isso implica que o valor exato da norma pode ser
obtido, com a precisao desejada, através do problema de otimizacao convexa a seguir.

P>0
min 7* : AP+ PA+CC. PB,+CDy | _, (15)
B\ P+D.C, —~*I,, + DD,




Exemplo 1. Considere o sistema

x

{—01 —12]“[(1)]“’ (16)
z=[11]z+[0]w

onde x = [ Ty To ]/. O wvalor exato da norma He pode ser obtido diretamente do diagrama

de Bode, de onde conclui-se que ||Hy.(S)|lo = 1.00 (na frequéncia w = 0).
Alternativamente, pode-se obter uma estimativa da norma Hs através do problema de

otimizagao definido em (15). Resolvendo, obtém-se -y = 1.00. |

4 Controle H

A norma H, representa o maior ganho que o sistema oferece para um dado sinal perturbacao,
qualquer que seja ele. Deste forma, o controle H,, pode ser visto como um problema de
otimizagdo no qual deseja-se determinar uma lei de controle u(t) que minimiza o maior
ganho que o sistema em malha fechada vai oferecer a um sinal perturbagao qualquer.

Nesta secao apresenta-se uma formulacao LMI para o problema de controle acima através
de realimentacao de estados. Para tal, considere o sistema linear

T = Ax + Bu + B,w
z=CLx+ Dyu+ Dyw (17)
u= Kz

onde D,, é uma matriz constante com dimensoes apropriadas.
Em malha fechada o sistema acima fica

t=(A+ BK)x + B,w

18
z=(C,+ D,K)x+ Dyw (18)

Utilizando os resultados apresentados anteriormente para o sistema acima e a mudanca de
variavel Y = K@ a norma H,, do sistema (17) é dada pelo seguinte problema de otimizagao:

Q>0
/! sl ! '
miny - AQ+ QA +BY +Y'B’ B, QC.+Y'D., (19)
@y B, L. D, <0
C.Q+ D.Y D, —vI,

Este resultado é resumido no seguinte teorema.

Teorema 1. Considere o sistema linear em (17). Suponha que as matrizes Q = Q' e Y
de dimensoes apropriadas e o escalar positivo v sejam a solucao do problema de otimizacao
definido em (19). Entao o sistema (17)com K =Y Q™' € assintoticamente estdvel e a norma
Hoo do sistema em malha fechada satisfaz | Hyz: | < /7. |



Exemplo 2. Considere o sequinte sistema linear instdvel em malha aberta:

01 0 0 0
T = 0 0 1 z+ | 0 lu+ |1 |w
12 -1 1 0 (20)

z=[10 0]z+u+0.1w

Para o sistema acima deseja-se projetar uma lei de controle w = Kx tal que o sistema seja
estdvel em malha fechada e a norma Ho, seja minimizada. Aplicando o Teorema 1, obtém-se
0 ganho K. Simular a safida de desempenho z(t) para um sinal de perturbagdo na forma:

1, 0<t<1s
w(t) =< - 21
®) {0, t>1s (1)
e o diagrama de Bode para o sistema em malha fechada. [ |
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