Controle LQG
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O controlador LQG é uma combinacao do controlador LQR, que minimiza um critério
quadratico, e de um observador particular, chamado de Filtro de Kalman, que é projetado
para minimizar a variancia do erro de estimagao.

O sistema agora sera descrito por

(1)

onde x € R™ é o estado do sistema, y € R? é o vetor de medidas contaminado pelo ruido
v € R? u € R™ é o vetor de controle a ser determinado, w € R"™ é o vetor de perturbacao,
A, B, C sao matrizes dadas que definem o modelo do sistema. O ruido de medida v(t) e a
perturbagio w(t) serdo considerados como variaveis estocésticas para as quais se conhece
apenas a meédia e a variancia.

1 Revisao de sistemas estocasticos

Nesta secao apresentamos um resumo sobre os principais topicos relacionados a caracteriza-
cao de variaveis estocésticas.

O termo variavel estocéstica pode ser interpretado como uma generalizacao do conceito
de variavel aleatoria. Enquanto um processo estocéstico gera resultados que sao fungoes do
tempo, que representamos por uma variavel estocéstica, um processo aleatério gera resul-
tados que sao nimeros, representados por uma variavel aleatoria. Por exemplo, verificar
o resultado num jogo de dados é um processo aleatorio enquanto o processo de efetuar a
medicao de um sinal em cada realizacao de um certo experimento é estocastico. O sistema
(1) é estocastico, pois para cada experimento com ele obtemos como resultado um sinal de
saida medido y(t).

As estatisticas de uma variavel estocéstica, como a média e varidncia por exemplo, sao de-
finidas a partir da fungao densidade de probabilidade (FDP) que representa estatisticamente
o comportamento dessa variavel.

A FDP representa a probabilidade da variavel se encontrar num certo intervalo num dado
instante, isto ¢, se Fy,(-) ¢ a FDP de uma certa variavel entao

Fap(z1,t1)Azy = prob [zy < z(t;) < 21 + Axy]. (2)

Por exemplo, se compararmos a FDP a densidade de um certo liquido, a probabilidade seria
a distribuicao da massa desse liquido no volume em questao.



Na maior parte dos casos as variaveis estocasticas sao caracterizadas pelas estatisticas de
12 e 22 ordem. As estatisticas de primeira ordem sdo indicativos dos desvios que esta variavel
pode sofrer num instante genérico de tempo ao longo das possiveis realizacoes da variavel.
As mais comuns sao a média, a média quadratica e a variancia, definidas na Tabela 1 para
o caso escalar. Observe que 02(t) = E{(z — p)?} = E{(2* — 2zp + p?)?*} = E{2?} — /2.

Tabela 1: Estatisticas comuns.

Primeira ordem

Meédia p(t) =E{z(t)} = [7_x Fy(a,t) do
Média quadratica — E{z(¢)*} = [7_ 2 Fy(x,t) do

Variancia o*(t) =E{(z — pn)?} =7, )2 Eyp(x,t) do

Segunda ordem

Correlacao p(t,7) =E{a(t)x(r)} = [T [T w1a2s Fapay, 2,8, 7) day day

As estatisticas de segunda ordem dizem respeito ao valor da variavel em dois instantes de
tempo distintos ao longo das possiveis realizacoes da varidvel. A mais comum é a correlacao,
definida na Tabela 1 também para o caso escalar.

O simbolo E {-} representa a esperanca matematica do sinal {-} e significa o valor médio
de {-} calculado no sentido probabilistico que é diferente do valor médio deterministico dado

por
1 (2
T = ?/_g x(t) dt. (3)

Apesar da dupla integral que define a funcao de correlagao, esta se reduz a média qua-
dratica quando t = 7. Isto pode ser verificado da seguinte forma. Com ¢ = 7 temos

p(t,t) =E{z(t)z(t)} = / / 21Ty Fap(1, 22,1, 1) doy dxs. (4)

Porém,
Fap(x1,9,t,t) dvy dre = prob [y < z(t) < 1 + dx1, 3 < z(t) < T2 + d1y] (5)

e como z(t) ndo pode estar nos intervalos z; < z(t) < x; + dx; e x5 < x(t) < x9 + dxg NO
mesmo instante a menos que xr; = x5, temos

Fap(x1, 22,1, 1) dvy dre = Fyp(21,t)0(x1 — 22) dy dag, (6)

onde 6(x; — x9) denota um impulso para x; — x5 = 0. Substituindo a expressao acima em
(4) e integrando para o impulso, temos o resultado desejado

p(t,t) = /_00 x7 Fyp(a1,t) doy = E{x(t)*}. (7)

e}



Como a FDP dificilmente é conhecida na pratica, as estatisticas exatas definidas através
do operador E{-} possuem interesse apenas teorico. Do ponto de vista pratico podemos
obter aproximagoes das estatisticas do sinal através das suas amostras dando origem as
estatisticas empiricas indicadas na Tabela 2.

Tabela 2: Estatisticas empiricas.

N
1
Média T(t) = Zl (1)
_ 1 &
Média quadratica 22(t) = N ; w3 (t)
Variancia v(t) = 22(t) — (Z(t))?
L
Correlagao r(t,T) = N ; zi(t)z;(7)

Observe que nas definicoes empiricas da Tabela 2 a correlacao para t = 7 coincide com
a média quadratica e quando a média é nula a varidncia coincide com a média quadratica.
Para um sinal vetorial na forma

T (t)
a(t) =] €R" (8)
T (1)

a média é dada por )
E{z:(t)}

E{z(t)} = e R"” (9)

| E{za(0)}

e a correlacao é uma matriz simétrica dada por

E{zi(t)z:i(m)} - E{zi(t)z.(7)}
R(t,7) = E{z(t)x(7)'} = : : c R™. (10)

E {z,(t)01(1)} - B {z.()aa(r)}

Os elementos da diagonal E {z;(t)z;(7)} sao as fun¢oes de auto-correlacdo dos sinais
z;(t). Os elementos fora da diagonal E {x;(¢)z;(7)} sdo as fun¢des de correlacao cruzada.

Um caso especial importante ocorre quando ¢t = 7. A matriz R(¢,t) é chamada de matriz
de covariancia do sinal e ¢ positiva definida (ou semi-definida). Observe que se z(t) possui
média nula, entdo sua variancia, definida por E {x(t)'z(t)}, pode ser obtida através do trago
da matriz de covariancia R(t,t) da seguinte forma

E {z(t)z(t)} = E {traco {z(t)x(t)}} = traco {E {x(t)x(t)'}} = traco {R(t,£)}.  (11)



Quando E {x;(t)z;(7)} é nula dizemos que os sinais z;(t) e x;(t) sdo ndo-correlacionados.
Observe que isto nao implica que eles sejam estatisticamente independentes. Para que isto
ocorra, a FDP conjunta de z;(t) e z;(t) deve ser o produto das FDP individuais.

Um processo que da origem a uma variavel estocéstica onde sua FDP satisfaz a relacao

Fap(z,t +7) = Fgp(x,t) , VT (12)

¢ chamado processo estacionario indicando que as estatisticas nao se alteram com desloca-
mentos no tempo.

Quando as estatisticas tomadas sobre o conjunto dos resultados dos experimentos coin-
cidem com as estatisticas temporais de cada experimento, dizemos que o processo que gera
esses resultados é ergodico. Observe que um processo ergdédico precisa ser estacionario.
Num processo ergddico, o resultado de um tinico experimento é representativo de todos os
resultados possiveis de serem obtidos. Assim, num processo ergodico temos as estatisticas
apresentadas na Tabela 3.

Tabela 3: Estatisticas de processos ergodicos.

1 2
Média p(t) = Jim / 2(t) dt
. a . 2 . 1 2
Variancia o*(t) = lim — (x(t) — p(t))” dt

T
1 E
Correlagao p(7) = lim T/Q z(t)z(t+7) dt

Uma variavel estocastica w(t) é chamada de ruido branco se ela possuir média nula
(E{w(t)} = 0) e se sua matriz de correlagao for dada por

R(T) =Wé(r) = E{w)w(t+ 1)}, (13)

onde W > 0 (ou W > 0) é a matriz de covariancia do ruido e 6(7) é um impulso unitario
na origem. Dai vemos que um ruido branco é um sinal nao correlacionado no tempo pois
§(t) = 0 para 7 # 0. Além disso, a transformada de Fourier da fungao de correlagao’ de
um ruido branco é uma constante dada pela matriz W. Por ter uma funcao de correlacao
expressa através de um impulso, o ruido branco é um sinal que nao existe no mundo real.
Porém, devido as suas propriedades, ele tem um papel fundamental na anélise de sinais que
é comparado ao papel do impulso na teoria de sistemas lineares.

1A transformada de Fourier da funcdo de correlacio é conhecida em tratamento de sinais como espectro
de poténcia do sinal, pois o médulo da transformada numa certa frequéncia indica a poténcia do sinal nessa
frequéncia.



Note que a resposta de um sistema linear invariante estavel a um ruido branco também
¢ um sinal de média nula®. Para verificar isso, seja ¢(t) a matriz de transi¢do de estados
de um sistema linear invariante causal. Assim, sua resposta a um sinal w(t) com w(t) = 0,
Vit <0é

y(t) = / ot — ryw(r) dr (14)

de onde obtemos?

B ) -£{ [ 6t — Tyulr) asy Gt~ B ()} dr (15)

Logo, se E{w(t)} =0 temos E{y(t)} = 0.

2 Controlador LQG

Agora estamos em condigoes de formular e resolver o problema de controle LQG. Em relacao
ao sistema (1) assumiremos:

e w(t), v(t) sdo ruidos brancos, isto ¢, variaveis estocasticas de média nula (E {w(t)} = 0,
E {v(t)} = 0) e nao correlacionadas no tempo:

E{w)w(r)}=0 , E{v@)v(r)} =0 , parat#7 (16)
e w(t), v(t) sdo nao correlacionadas entre si:
E{w(t)v(t)} =0 (17)
e w(t), v(t) possuem matrizes de covariancia conhecidas:

E{w)w(t)} =Qu =0 , E{vt)v(t)}=R,>0 (18)

Problema. Encontre uma lei de controle u(t) que, ao ser aplicada no sistema (1), minimiza
a funcao custo

T
J= lim E {/ (2'Qx 4+ v Ru) dt} (19)

T—o00 0
onde Q > 0, R > 0 sao matrizes de ponderacao dadas, como no problema LQR. |

A solucao desse problema pode ser apresentada em duas etapas, de forma similar ao
“Principio da Separacao” ja estudado no controle de sistemas com observadores. O principio
da separagao ¢ um resultado que nos permite encontrar a solucao 6tima do problema de
controle acima através da solucao 6tima de dois sub-problemas: o primeiro corresponde a
um problema de controle LQR ja estudado e o segundo corresponde a um problema de

2Na realidade, a saida tera média nula para qualquer sinal de entrada de média nula.
3Note que a esperanca matemética E {-} ¢ tomada em relagao as possiveis realizagoes de w(t) e ¢(t — 7)
é a mesma para todas as realizagoes. Logo, E{¢(t — T)w(r)} = ¢(t — 7)E {w(7)}.



projeto de um observador onde a variancia do erro de estimagao deve ser minimizada. O
observador que possui variancia minima do erro de estimacao é conhecido como filtro de
Kalman.

Assim, a solucdo do problema de controle LQG é encontrada adotando-se o seguinte
procedimento.

Primeiro, obtenha a estimativa z 6tima do estado x, onde 6tima significa que a variancia
do erro de estimacdo E {(x — zs)(z — xf)'} é minimizada.

Em seguida, use xy como se fosse o estado verdadeiro e aplique a lei de controle u =
—Kux¢, onde K ¢ a solucao de um problema de controle LQR que veremos a seguir. Observe
portanto que a solucao do problema de controle LQG resulta também em um controlador
baseado em observador.

O Filtro de Kalman é um observador de estados do tipo Luenberger

ty(t) = (A — LC)xs(t) + Bu(t) + Ly(t) (20)

onde o ganho L do observador é projetado para minimizar a variancia do erro de estimagao
E {e'e}, e é dado pelas equagoes a seguir.

L=SC'R;' |, SA+AS—SC'R;'CS+Q,=0 (21)

A equacao acima, que é quadratica na matriz S, é conhecida como equacao de Riccati. Ela
possui solucao S positiva definida se o par (A, C) é observavel e o par (A, B..) é controlavel,
onde B, é qualquer matriz que satisfaz a decomposi¢ao @, = B.B..

A segunda parte do problema de controle LQG consiste em se resolver um problema
LQR. Nesse caso, procuramos uma lei de controle u = — Kz que minimiza a funcao custo

/Oo(:c’Qx +u'Ru) dt (22)
0

para as trajetorias do sistema @ = Az + Bu (observe que agora w(t) = 0 e v(t) = 0). O
ganho 6timo do LQR é dado por:

K=R'B'P , AP+ PA-PBR'BP+Q=0. (23)

A equagao de Riccati acima possui solu¢ao P positiva definida se o par (A, B) é controlavel
e o par (A,C,) é observavel, onde @ = C!C,,.
Finalmente, a solugao do LQG é u = —Kux que resulta no seguinte sistema de malha

fechada:
©= Az + Bu+w u=—Kuzy

- ; (24)
ty=(A—LC)xry+ Bu—+ Ly y=Cr+v

que pode ser representado pelas equacgoes
x A— BK  BK x w
I harsea | b R e @

onde e = x—x € 0 erro de estimacao de estados. Observe que as equagoes acima sao idénticas
as obtidas para a estrutura de controle via estados observados estudada anteriormente, e de



forma analoga podemos notar que os autovalores da malha fechada sao os autovalores das
matrizes (A — BK) e (A — LC) que sao dados por:

det(sI — (A — BK)) -det(s] — (A— LC)) =0 (26)

Para verificar a estabilidade do sistema em malha fechada vamos reescrever as equacoes
(21) e (23) na forma

(A— BK)P+ P(A—BK)+KRK+Q=0 (27)
(A—LCYS+S(A—LCY +LR,L' +Q, =0 (28)

Comparando as expressoes acima com a equagao de Lyapunov percebemos que os auto-
valores das matrizes (A — BK) e (A — LC) estdo no semi-plano esquerdo se as matrizes P,
S sao positivas definidas. Isto ocorre quando:

e O par (A, C) é observavel e o par (A, B,.) é controlavel, para Q,, = B.B..
e O par (A,C,) é observavel, para Q = C/C,, e o par (A, B) é controlavel.

Se as condicoes acima nao se verificam, porém os modos nao controlaveis e nao observéaveis
sao estaveis, o sistema em malha fechada ainda é estavel. Nessas condi¢oes teremos P > 0
e/ou S > 0.

O LQR possui propriedades de robustez interessantes. Escolhendo R = rI, mostra-se
que o controle LQR possui pelo menos 60° de margem de fase em cada canal de controle,
margem de ganho infinita em cada canal e admite uma reducao de até 6dB simultaneamente
em todos os canais. Ja o Filtro de Kalman nao possui nenhuma garantia de robustez e o
LQG, que combina os dois (LQR e filtro) também nao possui garantia de robustez.
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