
Controle LQR

Prof. Tiago Dezuo

Os métodos de projeto estudados nos módulos anteriores estão baseados na localização
dos polos que é �xada pelo projetista. Em muitos casos no entanto o desempenho da res-
posta do sistema é fortemente degradado pela presença de zeros na função de transferência.
Nesses casos uma escolha adequada dos polos de malha fechada não é trivial. O método que
veremos nesta seção �cou conhecido na literatura �regulador linear-quadrático� (LQR), pois
ao invés de utilizar a localização dos polos como critério de projeto, o LQR está baseado na
minimização de um critério quadrático que está associado à energia das variáveis de estado
e dos sinais de controle a serem projetados.

A energia de um sinal escalar s(t) : [0,∞) 7→ R é de�nida por∫ ∞
0

s(t)2 dt (1)

Se s(t) é a tensão aplicada num resistor unitário, a integral acima expressa a energia dissipada
nesse resistor por esse sinal. De�ni-se L2 o espaço dos sinais que possuem energia �nita.

A energia de um sinal vetorial x(t) : [0,∞) 7→ Rn é de�nida por∫ ∞
0

n∑
i=1

xi(t)
2 dt =

∫ ∞
0

x(t)′x(t) dt (2)

e corresponde à soma das energias de todas as componentes do sinal1. Assim, quanto maior
a amplitude e duração do sinal no tempo, maior será sua energia.

1 Cálculo da energia por Lyapunov

Considere um sistema
ẋ(t) = Ax(t)

y(t) = Cx(t)
, x(0) = x0 (3)

onde x(t) ∈ Rn é o estado e y(t) ∈ Rny é o vetor de variáveis do sistema cuja energia
queremos calcular. Para esse �m, vamos assumir que o sistema é exponencialmente estável,
caso contrário a energia seria in�nita.

Considere a equação de Lyapunov

A′P + PA+ C ′C = 0 (4)

1Note que x(t)′x(t) =
∑n

i=1 xi(t)
2.
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De resultados anteriores sabemos que se o par (A,C) for observável, a solução P da equação
acima será positiva de�nida. Se não for observável, ela será positiva semi-de�nida e o par
(A,C) será detectável, pois estamos assumindo que A é estável.

De�na a função v(x) = x′Px e calcule sua derivada temporal para as trajetórias do
sistema (3). Isto resulta em

v̇(x) = x′Pẋ+ ẋ′Px = x′PAx+ (Ax)′Px = x′(A′P + PA)x = −x′C ′Cx = −y′y (5)

Integrando no tempo a relação v̇(x) = −y′y de zero à in�nito obtemos

v(x(∞))− v(x(0)) = −
∫ ∞
t=0

y′y dt (6)

Como o sistema é estável, teremos limt→∞ x(t) = 0 e, portanto, chegamos a conclusão de
que a energia do sinal y(t), obtida como resposta do sistema (3) para a condição inicial x(0)
é dada por ∫ ∞

t=0

y′y dt = v(x(0)) = x(0)′Px(0) (7)

Esta ideia de calcular a energia da resposta de um sistema através da equação de Lyapu-
nov pode ser estendida para o projeto de controladores. Nesse caso busca-se encontrar um
controlador que minimize a energia de um dado sinal de saída escolhido pelo projetista. A
seguir apresenta-se um resultado que foi proposto na década de 1960 e �cou conhecido como
LQR.

2 Controle LQR

Considere o sistema de controle

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) , x(0) = x0 (8)

onde x(t) ∈ Rn é o estado e u(t) ∈ Rnu é o controle. Baseado nas interpretações acima
podemos a�rmar que quanto maior for a energia do estado

∫∞
t=0

x(t)′x(t) dt mais oscilatório
e/ou lento é o sistema. Por outro lado, quanto maior for a energia do controle

∫∞
t=0

u(t)′u(t) dt
maior o esforço dos atuadores no sentido de que o vetor de controle possui maiores amplitudes
e/ou os atuadores são excitados em regime transitório durante um tempo maior. Idealmente,
deveríamos ter pequena energia do estado e de controle mas isso não é possível pois o sistema
se torna mais rápido (polos mais à esquerda) graças a um esforço maior de controle. A �loso�a
de projeto do controlador LQR é estabelecer um compromisso entre as energias de estado e
controle através da seguinte função custo a ser minimizada

J = min
u(t)

∫ ∞
0

z(t)′z(t) dt (9)

z(t)′z(t) =

[
x(t)
u(t)

]′ [
Q N
N ′ R

] [
x(t)
u(t)

]
(10)
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onde Q,R,N são matrizes de ponderação que de�nem o sinal z(t) escolhido pelo projetista
para representar o compromisso desejado. Tipicamente Q,R são escolhidas diagonais e N
nula. Nesse caso, x(t)′Qx(t) =

∑n
i=1 qixi(t)

2 e u(t)′Ru(t) =
∑n

i=1 riui(t)
2 onde qi, ri são

os elementos positivos nas diagonais das matrizes Q,R. Como o sinal de controle a ser
projetado deve minimizar a função custo acima, o elemento qi deve ser escolhido maior que
qj quando a minimização da energia da variável xi é prioritária em relação à minimização da
energia de xj. Os elementos ri de ponderação do controle são escolhidos de forma análoga.
Uma técnica para a escolha dessas matrizes de ponderação pode ser encontrada em [2].

O sinal z(t), que representa a variável cuja energia deve ser minimizada, pode ser inter-
pretado por exemplo, como uma variável que representa o consumo de energia do sistema.
Razão pela qual se deseja minimizá-la. Através da linearização dessa variável de consumo
podemos representar o sinal linearizado z(t) na forma

z(t) = Czx(t) +Dzu(t) (11)

então temos

z(t)′z(t) =

[
x(t)
u(t)

]′ [
C ′zCz C ′zDz

D′zCz D′zDz

] [
x(t)
u(t)

]
(12)

de onde tiramos as matrizes Q,N,R por comparação.

Teorema 1. Suponha que o sistema (8) seja estabilizável2 e considere o critério quadrático

(9) com Q > 0, R > 0 dadas e N = 0. A lei de controle que estabiliza o sistema e minimiza

o critério (9) é u(t) = −Kx(t) onde K = R−1B′P e P é a única solução positiva de�nida

da equação de Riccati a seguir.

A′P + PA− PBR−1B′P +Q = 0 (13)

�

Prova. De�na v(x(t)) = x(t)′Px(t) onde P > 0 é a solução da equação de Riccati (13).
Como o sistema deve ser estável em malha fechada devemos ter limt→∞ x(t) = 0. Logo,

v(x(∞)) = 0 e podemos reescrever o critério (9) na forma

J = min
u(t)

∫ ∞
0

[x(t)′Qx(t) + u(t)′Ru(t) + v̇(x(t))] dt+ v(x(0)) (14)

De�na ξ(t) = R−
1
2B′Px(t) +R

1
2u(t) e reescreva o critério acima como

J = min
u(t)

∫ ∞
0

[
x(t)′

(
A′P + PA− PBR−1B′P +Q

)
x(t) + ξ(t)′ξ(t)

]
dt+ v(x(0)) (15)

Para a lei de controle proposta no teorema temos J = v(x(0)) = x(0)′Px(0), pois A′P +
PA − PBR−1B′P + Q = 0 e u(t) = −R−1B′Px(t), o que implica ξ(t) = 0. Para qualquer

outra lei de controle teríamos um valor maior da função custo pois ξ(t) seria não nulo. Para

2Um sistema é estabilizável se os modos não controláveis, quando existirem, forem estáveis.
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mostrar que o sistema em malha fechada é exponencialmente estável, note que a equação de

Riccati (13) pode ser reescrita na forma

(A−BK)′P + P (A−BK) +K ′RK +Q = 0 (16)

Como P > 0 e K ′RK+Q > 0, pois Q > 0, concluímos que o sistema é exponencialmente

estável, pois v(x(t)) é uma função de Lyapunov para o sistema de malha fechada. Para

completar a prova note que os polos não controláveis, se existirem, também estarão presentes

na malha fechada, pois o controle não afeta esses polos. Assim, para que o sistema de malha

fechada seja estável é preciso que o sistema seja estabilizável. �

Podemos con�rmar que o valor ótimo do critério (9) é J = x(0)′Px(0) comparando as
equações (16) e (4) e usando o resultado (7) que fornece∫ ∞

t=0

z(t)′z(t) dt =

∫ ∞
t=0

x′(Q+K ′RK)x dt =

∫ ∞
t=0

(x′Qx+ u′Ru) dt = v(x(0)) = x(0)′Px(0)

(17)
Lembre-se que em malha fechada o sistema é dado por ẋ = (A − BK)x, o controle por

u = −Kx e a função de Lyapunov para a malha fechada por v(x) = x′Px onde P > 0 é a
solução da equação de Riccati (13).

No teorema anterior, a matriz Q é positiva de�nida. Podemos relaxar essa hipótese
para Q positiva semi-de�nida desde que possamos decompor Q = C ′0C0 com o par (A,C0)
observável (para obter P > 0) ou com o par (A,C0) detectável (para obter P ≥ 0).

O controlador LQR possui propriedades interessantes. Essas listadas abaixo foram tiradas
dos livros [3], [4], [1]. Por exemplo, o LQR possui margem de ganho in�nita e pode ser
reduzido pela metade que o sistema continua estável. Além disso o LQR apresenta uma
margem de fase de pelo menos 60 graus. Para sistemas MIMO com R = I as mesmas
propriedades se aplicam canal por canal no sinal de controle. No caso SISO o LQR apresenta
uma atenuação de −20 db/década nas altas frequências, o que em muitos casos é insu�ciente
para uma boa supressão de ruídos e dinâmicas não modeladas de altas frequências.
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