Critério de Lyapunov para estabilidade

Prof. Tiago Dezuo

Estabilidade é o desempenho minimo de todo sistema de controle. Por esse motivo a
andlise de estabilidade é o ponto de partida para o projeto de sistemas de controle. Neste
material iremos estudar sistemas cujas variaveis de estado convergem exponencialmente para
um ponto de equilibrio.

Estabilidade é uma propriedade do sistema que garante a convergéncia das variaveis de
estado para a situacao desejada em regime permanente. Existem varios tipos de estabili-
dade, dependendo de como é a situacao desejada em regime permanente. As varidveis de
estado podem ser constantes em regime permanente, e nesse caso chamamos essa condi¢ao
de operacao de ponto equilibrio, ou oscilam com certa frequéncia e amplitude e nesse caso
a condicao de operacao é chamada de ciclo limite. Podemos ainda classificar a estabilidade
dependendo de como se da a convergéncia do estado para a situagao de regime permanente,
isto €, se converge exponencialmente ou assintoticamente para a situacao de equilibrio.

No final do século 19, um cientista russo, chamado Lyapunov, observou que sistemas cujas
varidveis de estado convergem exponencialmente para um ponto de equilibrio sao aqueles
cuja energia total (energia de todas as variaveis de estado) decresce ao longo do tempo,
isto é, sao sistemas que possuem algum tipo de energia dissipada. Considere o exemplo
do movimento de um péndulo de massa M e haste rigida de comprimento L que descreve
um movimento circular de raio L. Ao soltar o péndulo de uma dada posicao, as energias
cinéticas e potencial das variaveis de estado (posi¢do e velocidade angulares) oscilam entre
valores maximos e minimos, mas se houver dissipa¢ao de energia (devido a presenca de atrito
no caso) o movimento vai convergir para a situagao de equilibrio onde as variaveis de estado
sao constantes, e isso ocorre apenas quando a energia de todas as variaveis de estado foram
completamente dissipadas.

Para caracterizar matematicamente a estabilidade de sistemas podemos utilizar tanto a
resposta de estado zero quanto a de entrada zero. A primeira explora o fato que todo sistema
estavel, com condigoOes iniciais nulas, produz saidas limitadas sempre que as entradas forem
limitadas. A segunda explora o fato que todo sistema estavel sem excitacao externa possui
um transitorio que desaparece qualquer que seja a condicao inicial que lhe deu origem. Para
sistemas lineares invariantes no tempo essas duas formas distintas de definir estabilidade sao
na realidade equivalentes aos critérios classicos baseados na localizacao dos polos do sistema.
As defini¢oes que iremos utilizar ao longo de todo esse documento se baseiam na resposta
de entrada nula.

Considere um sistema dinamico nao linear

T = f(t,l’(t)), :L“(O) = Zo, (1)



onde z(t) € X C R™ denota o vetor de estados do sistema, X uma dada vizinhanca da
origem, e f : [0,00) X X — R" continua em X. Suponha que f tem um equilibrio em z,
de modo que f(t,z.) =0, Vt € [0, 00), entao:

1. Este equilibrio é chamado Lyapunov estavel se, para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal
que, se ||z(0) — z.|| < 0, entdo para todo t > 0 tem-se ||x(t) — z.|| < e.

2. O equilibrio do sistema é chamado assintoticamente estavel se é Lyapunov estavel e
existe 6 > 0 tal que se [|z(0) — x.|| <, entdo lim;, [|2(t) — 2| = 0.

3. O equilibrio do sistema ¢ dito exponencialmente estavel se é assintoticamente estavel
e existem o« > 0, § > 0, § > 0 tais que se ||[z(0) — z.|| < 9, entdo ||x(t) — x| <
al|z(0) — x.|je™Pt, para todo t > 0.

Conceitualmente, os significados dos termos anteriores sao os seguintes:

1. Um equilibrio Lyapunov estavel significa que que solucoes iniciando “perto o suficiente”
do equilibrio (dentro de uma distancia § deste) permanecem “perto o suficiente” para
sempre (dentro de uma distancia e deste). Note que isso deve ser verdade para qualquer
€ que se escolha.

2. Estabilidade assintotica significa que solucdes que se iniciam perto o suficiente nao
apenas permanecem perto o suficiente como também eventualmente convergem para o
equilibrio.

3. Estabilidade exponencial significa que solugoes nao apenas convergem, mas na verdade
convergem mais rapido que ou pelo menos tao rapido quanto uma taxa particular
conhecida:

lz ()] < all2(0) — z[le™™. (2)

Pode-se testar se a origem de um sistema é exponencialmente estével através do seguinte
resultado.

Teorema 1. Considere o sistema (1) e seja V(t,x) : [0,00) Xx X — R uma fungao
continuamente diferencidvel tal que

kallzl|* < V(t,2) < kollf|®

ov oV’ , YeeX |, Vte|0,o0) (3)
- < _ a
o+ S f(tw) < —halal

onde a, k; sao constantes positivas. Entao o equilibrio v = 0 de (1) é exponencialmente
estavel. Se, além disso, X = R™ entao a origem é globalmente exponencialmente estdvel. B

Prova. Observe que
. k
V(t,z) < —ks|z|* < —k—?’V(t,w) (4)
2

de onde concluimos pelo Lema da Comparacao (Lemma 3.4 [1]) que

Vit,z) < e "Rty 2(0)) (5)



Logo,

)]l < (V¢ 2(6)/k)F < (e P v (0, 2(0) /0y )

< (e Ml lo(0)l1 /11 )" < o/l o(O)]) e /)T (o)

o que mostra a estabilidade exponencial. Para estabilidade global basta que x(0) possa ser
qualquer em X = R". [ |

A fungdo V (¢, z) representa a energia total das variaveis de estado do sistema e é chamada
de funcao de Lyapunov. As condicoes do teorema acima indicam essencialmente que a
funcao V (¢, x) é positiva e limitada, como toda funcao que representa energia, e sua derivada
temporal é negativa sempre, indicando decrescimento da funcao V(¢,z). Logo, o sistema
dissipa energia com o passar do tempo. Como é muito dificil obter a expressao analitica da
energia total do sistema, o projetista deve escolher uma funcao de Lyapunov que represente
a energia total. Porém, o teorema nao fornece nenhuma pista de como determiné-la no caso
geral.

Para algumas classes de sistemas, como sistemas lineares por exemplo, ja se conhece téc-
nicas de determinacao de fungoes de Lyapunov muito eficientes. Este é o tema das proximas
secoes. Antes porém, alguns resultados preliminares se fazem necessarios, pois o método
utiliza um tipo especial de funcao conhecida como forma quadrdtica.

1 Formas Quadraticas

Uma forma quadratica é toda funcao V' : R"™ — R do tipo:
n n
(@)=Y > pyrir; Py = (7)
i=1 j=1

onde x;, x; sao duas componentes quaisquer da variavel vetorial e p;; sao constantes. A con-
dig¢ao p;; = pj; € simplesmente uma normalizagao e pode ser feita sem perda de generalidade.
Veja no exemplo

V(z) = 2$% + 3x179 + Doy + 10%% (8)
= 222 + 81129 + 1023 (9)
= 223 + 4119 + 41971 + 1027 (10)

Assim, toda forma quadratica pode ser representada em termos matriciais através de uma
matriz simétrica cujos elementos sao as constantes p;;. Ainda no exemplo anterior temos

vi= 2 [2 ][] e -

e note que a matriz P é simétrica. A mesma normalizacdo acima pode ser feita em termos
matriciais. Retornando ao exemplo, defina

o-|: 5| Pejer@) . Poje-@ (12)



e note que Q = P+ P. Como z'Q’x é um escalar real temos 2/Q'z = (2'Q'z) = 2'Qz. Logo,
temos 1
¢'Qr = 2'Qx + o' Pr = o' Px + i(x’Qx —2'Q'x) = 2'Px (13)

Em situacgoes particulares, tipicamente quando representamos o sistema por sua funcao
de transferéncia, podemos precisar trabalhar com formas quadraticas complexas. Quando
pij sao constantes complexas, basta trocar a relagao p;; = pji por p;j = pj;;, onde pj;; € o
conjugado complexo de p;;. Nesse caso, a matriz P recebe o nome de hermitiana e satisfaz a
relacao P = P = P* onde o simbolo P* representa o transposto conjugado complexo de P.

1.1 Propriedades

Propriedade 1. Toda matriz simétrica possui autovalores reais. [ |

Para ver isso, sejam g, A um par qualquer de autovetor e autovalor de P, isto é, Pg = Ag.
Assim temos' gPg = \gg. Como P é simétrica temos (gPg) = gPg e portanto gPg ¢ real.
Além disso, gg também ¢é real, pois é o quadrado do modulo do vetor g. Logo, da igualdade
gPg = \gg concluimos que A também é real.

Propriedade 2. A funcao ' Px € limitada acima e abaizo, como indicado a sequir.
Amin®’ T < 2P < A\pau®' T (14)
onde \pin, Amaz SG0 respectivamente os autovalores minimo e mdximo de P. [ |

Para ver isso basta considerar a decomposicao P = T"DT onde T é a matriz de autoveto-
res? de P e D é a matriz diagonal dos autovalores \; de P. Entao 2/Px = 2’Dz onde z = T'x.
Como 2’'Dz = Y7 Niz? temos 2Dz < Aoz D ovq 27 = Amaz?' 2 = Apaat’ T'Tx = Ao,
pois 7" = T~1. De forma analoga, temos 2’ Dz > Apin > i 1 22 = Apin2'z = Apin@’T'Tx =
Anin® T,

Lembrando que z'z = "  2? podemos concluir com (14) que se P possui todos os
autovalores positivos entao 2’ Pz é um ntmero positivo para todo z nao nulo. Note que o
contrario também ¢ verdadeiro. Nesse caso, dizemos que v(z) é uma fungao positiva definida
(notacao: v(z) > 0), e P é uma matriz positiva definida (nota¢do: P > 0). A Tabela 1

mostra a relacao entre o sinal da funcao 2’ Pz e os autovalores da matriz P.

Propriedade 3. Uma matriz P € positiva definida (P > 0) se, e somente se, 0s determi-
nantes menores principais de P forem positivos. [ |

Esse resultado é conhecido como critério de Sylvester. Por exemplo para

P, P, P
P=|P P P; (15)
Py P5 Fs

os determinantes menores principais sao:

10 simbolo g indica o transposto do conjugado complexo de g.
2Se P é simétrica, a transformacio que a diagonaliza é ortonormal, isto ¢, 77 = T~!. Veja que, como P
é simétrica, temos P = T~'DT = (T~'DT) =T'D(T~')'. Logo, por igualdade deduzimos 7" = T~!.



Tabela 1: Nomenclatura de funcoes e matrizes.

Sinal de v(x) Autovalores de P Funcao v(z) Matriz P

positivo oo posies positiva definida positiva definida

para todo x # 0 v(x) >0 P>0
positivo ou nulo todos positivos positiva semi-definida, positiva semi-definida
para todo x # 0 ou nulos v(z) >0 P>0
negativo todos mesativos negativa definida negativa definida
para todo x # 0 & v(x) >0 P>0
negativo ou nulo todos negativos negativa semi-definida negativa semi-definida
para todo x # 0 ou nulos v(xz) >0 P>0
e P >0
P P
° P P =P P, —P;>0
PP P
® P2 P4 P5 :P1P4P6+2P2P5P3—P52P4—P22P6—P1P52>O
Py Ps Py
Propriedade 4. A fun¢io v(z) = ' Px é uma medida de distancia do ponto x & origem
quando P ¢ positiva definida. Note que 2’z = ||z||* € o quadrado da norma euclidiana do
vetor x. Assim, vemos com (14) que x'Px é uma medida de distancia que estd abaizo de
Amaz®' T € acima de \yint' . [ |

Por exemplo, a seguinte funcao é positiva definida.

v(z) =2'Px | P:[é H , x:[il} (16)
o(@) = [ @ xQ]H 2“2}:&%@ (17)

O conjunto de todos os vetores z tais que v(z) = ¢, onde ¢ é uma constante positiva qual-
quer, formam uma elipse quando P > 0. Os semi-eixos da elipse sao \/C/_,\ onde \; sao os
autovalores de P. Mais detalhes sobre funcoes e matrizes positivas e formas quadraticas
podem ser encontradas nos apéndices do livro [2].

2 Estabilidade de sistemas lineares invariantes

Para sistemas lineares invariantes no tempo o Teorema 1 pode ser simplificado tornando-se
equivalente aos resultados classicos de Routh-Hurvitz e Nyquist.



Teorema 2. O sistema linear invariante
T = Ax (18)

¢ exponencialmente estdvel, isto €, os autovalores da matriz A possuem parte real estrita-
mente negativa, se, e somente se, a solucao P simétrica da equacao matricial:

AP+PA+Q=0 (19)

for positiva definida, onde () é uma matriz positiva definida dada que pode ser arbitraria-
mente escolhida. [ |

Prova. Se 3P > 0 solu¢ao de AP+ PA+Q =0 com Q > 0 dada, entio v(z) = 2'Px é
uma fungdo de Lyapunov para o sistema & = Ax pois para v(z) = ' Px temos:

v(z) = &' Px 4+ 2'Pi = 2'(AP+ PA)x = —2'Qx < 0 (20)

e como v(x) > 0 e v(x) < 0 para todo ponto x da trajetéria do sistema & = Ax, conclui-
mos que o estado converge para a origem. A estabilidade exrponencial se mostra como no
Teorema 1.

Por outro lado, se o sistema € exponencialmente estdvel, entao a matriz de transicao de
estados ® = e ¢ limitada e converge para zero quando t — oo. Isto implica que, para
qualquer matriz Q > 0, temos ®(1)'Qd(t) = e2'Qet > 0, também limitada e convergindo
para zero quando t — oco.

Logo, a matriz

P:/ et Qe dt (21)
0

¢ positiva definida, finita e satisfaz a equagcao A'P + PA+ (Q = 0. Para ver isso, substitua
a P de (21) na equagao para obter

AP+ PA :/ (A’eA/thAt +6A/thAtA) dt :/ (i
0 0

o eA/thAt> dt (22)

. ! “ . ’ ’
Como limy_, Qe = 0 pois o sistema € estdvel, temos

A'P+ PA = / %eA’thAt dt = —Q (23)
0

Exemplo 1. O sistema © = Ax com
0 1
e8] o

é estdvel pois N(A) = {—1,—1}. Logo, devemos encontrar uma solu¢io P > 0 para A'P +
PA+ Q = 0, sendo @ > 0 uma matriz positiva definida que podemos escolher de forma
arbitrdria. Escolhendo Q) igual a identidade, temos:

[_01 —12],{2 £§]+[2 zljiH_Ol —12]+[(1)$]=0 (25)



que resulta em

:
P, —P?,QP2 P, —P;Pg ] * { P, —PQQPQ P, —PSPg ] i { )1 ] =0 (26)
Logo:
—2P,+1=0 P, =05
P+ P —2P,=0 = {P=05 (27)
2P — 4Py +1=0 P =15
Entao

Menores principais:
P = L5 05 = P=15>0 (28)
~ 105 05 1= 02
det(P) =1.5-0.5—-0.52 >0

Logo P > 0, pois seus menores principais sao positivos®, e portanto o sistema € exponenci-
almente estdvel. [ |

Exercicio 1. Considere os trés sistemas nao lineares © = f;(x), i € {1,2,3}, descritos a
sequir e responda as alternativas.

Sistema 1 x.1 T , (29)
Ty = —21 — 229 — x‘%

Sistema 2 9‘61 - 5 (30)
Ty = —XT1] — 2Ty — T}

Sistema 3 x.1 o 5 (31)
Ty = T — 2T — T

a) O que é possivel concluir sobre a estabilidade destes sistemas usando a candidata a
fungao de Lyapunov apresentada na Equagao (32) ¢
1
v(x) = 5 (23 + 23) (32)
b) Os sistemas sao estdveis (ao menos em uma vizinhanca do equilibrio)? Sugestao:
utilize o pplane para plotar os retratos de fase.

¢) Sabendo que um sistema linearizado no ponto de equilibrio x = 0 é dado por & = Ax
com

oh . 04
0xq ox,,
A= 1| 0 (33)
Ofn O fn
ol e 11— o

3Verifique que os autovalores de P sdo positivos.
4A equacdo de Lyapunov pode ser resolvida no Matlab com o auxilio da funcdo lyap.



Seria possivel encontrar uma funcdo de Lyapunov que mostre a estabilidade da origem
do Sistema 27 Se sim, a funcdo obtida pode ser utilizada para mostrar a estabilidade
do sistema nao linear? [ |

A equacao A'P + PA+ ) = 0 é conhecida como equacao de Lyapunov e possui solucao
tnica para uma dada () se os autovalores da matriz A satisfazem \; + \; # 0 para i # j =

1,...,n.
E interessante notar que a matriz @ em (19) pode ser arbitrariamente escolhida. A
escolha mais simples é () = [, porém podemos eliminar a matriz () da equacdao. Como

(@ > 0 a equagdo (19) é equivalente a desigualdade
A'P+PA<O (34)

Para ver isso basta verificar que se (19) esté satisfeita para algum par P, Q entao A’P+PA =
—@Q < 0. Logo (34) também esta satisfeita. Por outro lado se (34) esta satisfeita para alguma
P entao podemos definir @) como sendo ) = —(A’P + PA) e observe que Q > 0. Logo (19)
esté satisfeita.

Se por um lado as expressoes (19) e (34) sdo equivalentes, por outro elas possuem propri-
edades bem distintas. Em particular, as vantagens de (34) serdo exploradas em estratégias
de controle e filtragem com abordagem via desigualdades matriciais lineares (Linear Matriz
Inequalities - LMIs).
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