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Sera apresentada neste documento uma abordagem similar ao Regulador Linear Quadra-
tico (LQR), onde uma funcao custo! ¢ minimizada. Porém, ao invés de utilizar equagoes de
Riccati para resolver o problema iremos utilizar LMIs.

De forma similar ao critério quadratico do LQR sera explorado aqui também o compro-
misso que existe entre estabilizar o sistema rapidamente e a energia de controle utilizada.
Considere o sistema

t(t) = Ax(t) + Bu(t)
z(t) = C,x(t) + D,u(t) (1)
u(t) = Kx(t)

onde z(t) € R™ é um vetor auxiliar cuja energia queremos minimizar e C,, D, sdo matrizes
constantes de ponderacao com dimensoes apropriadas a serem escolhidas pelo projetista de
forma similar as matrizes de ponderacao ), R do LQR. Considere ainda a funcao custo

J= min/ 2(t) 2(t) dt. (2)
u(t) Jo
Note que

(1) 2(t) = o(t) C.Cx(t) + x(t) C.Dou(t) + u(tY D.Cox(t) + u(t) D.Du(t) (3

e portanto a fungao custo (3) se torna idéntica a do LQR se escolhermos C,, D, de forma
que C!D, =0e C, e D, de posto completo o que implica ) = C.C, >0e R=D.D, > 0.
O problema de interesse neste documento pode ser formalizado como se segue.

Problema 1. Determinar uma lei de controle w = Kz para o sistema (1) tal que a funcao
custo definida em (2) seja minimizada para uma dada condi¢ao inicial x(0) = x. [

Uma solugao para o problema acima pode ser facilmente obtida impondo-se a seguinte
condigao na desigualdade de Lyapunov [1]:

V(z)+22<0 (4)

onde V(z) é a derivada temporal da funcéio de Lyapunov quadratica V (z) = 2/ Px.
Integrando-se (4) de 0 a T' > 0, obtém-se:

V(z(T)) — V(x(0)) + /OOO 2(t)'z(t) <0 (5)

'Um valor de custo pequeno indica um sistema com elevado desempenho.



Supondo que o sistema (1) seja estavel em malha fechada, conclui-se que limy_, o 2(7T) = 0
e entdo limy_,o, V(2(T)) = 0. Desta forma, a expressdo anterior equivale a

/000 2(t) 2(t) dt < xyPxo=V(xo) , x(0)= . (6)

Logo, minimizando o valor de z{ Pz, estamos minimizando um limitante superior de J
que é a fungao custo em (2). Por outro lado, como o sistema em malha fechada é dado por
t=(A+ BK)rez=(C,+ D,K)x a condigao (4) pode se reescrita na forma

V(z)+22=a'(A+ BK)Pzr+2'P(A+ BK)x + 2'(C, + D,K) (C, + D,K)x < 0. (7)
Definindo @ = P! e X\ um escalar tal que A > z{ Pz, obtemos as condi¢oes a seguir.

A—2)Q 'zg > 0 (8)

QA+ BK)P+ P(A+ BK) + (C,+ D,K) (C.+ D.K)|Q <0 (9)

Com o complemento de Schur e a mudanca de varidavel ¥ = K@ podemos enunciar a
seguinte solucao em termos de LMIs para o Problema 1.

Teorema 1. Considere o sistema linear em (1) com uma dada condi¢ao inicial x(0) = x.
Suponha que as matrizes Q = Q' eY de dimensées apropriadas sejam a solu¢ao do sequinte
problema de otimizagao:

[ A x
>0
. . zo @
min A\ sujeito a: ¢ - (10)
QA+ AQ+Y'B'+ BY QC.+Y'D, <0

Entao o sistema (1) com K =Y Q™! € assintoticamente estdvel e a fungio custo definida
em (2) satisfaz J < xpQ ' xy. |

Exemplo 1. Considere o sistema linear

T 0 1 0 T 00 "
iy | =1 0 0 1 o |+ |0 1 { ul ] (11)
iy -1 2 -1 s 10 ?
com a sequinte saida de desempenho:
0 0.1 0 0 0
zt)=10 0 0 |z(t)+ | 0.01 0 | u(t) (12)
0 0 0 0 1

e uma condicao inicial Ty = [ 2 1 -1 },.



Note que z(t) = [ 0.1ay(t) 0.01ui(t) us(t) }/ e, portanto, as malrizes C,, D, foram
escolhidas para ponderar fortemente a entrada de controle uq, evitando assim excessiva ener-
gia desse sinal. Aplicando a técnica de controle custo garantido pode-se projetar uma lei de
controle u = Kx de maneira a minimizar a energia destes sinais de interesse.

Através do Teorema 1 obtém-se o ganho do controlador. Pode-se verificar que a sequnda
linha da matriz de ganhos K, que define o sinal de controle uy(t), possui elementos bastante
pequenos indicando que o sinal de controle us(t) possui amplitudes bem menores que uy(t)
para o mesmo vetor de estados. [ |

Exercicio 1. Verifique no Fxemplo 1 anterior que a func¢do custo € idéntica a do LQR se
escolhermos Q = C.C, > 0 e R = D.D, > 0. Resolva o LQR com essas matrizes de
ponderacao e compare as matrizes Q7t, K obtidas no exemplo com P, —K obtidas no LQR.
Qual o valor dtimo da funcao objetivo nos dois casos para a mesma condi¢do inicial? Para
uma outra condi¢cao inicial a matriz () obtida seria diferente? [ |

Utilizando a propriedade de convexidade das LMIs, pode-se resolver o problema de mi-
nimizar A em (10) considerando qualquer condi¢ao inicial num dado conjunto politopico Xy
com vértices conhecidos, isto é: Vxg € Xy. O proximo corolario formaliza este resultado.

Corolario 1. Considere o sistema (1) e um conjunto Xy de condigdes iniciais, onde Xy é um
politopo com vértices conhecidos. Suponha que existam matrizes Q = Q' e Y de dimensoes
apropriadas que solucionem o problema de otimizacdo (10) para todo xo nos vértices do
politopo Xy. Entdo o sistema (1) com K = Y Q™' é assintoticamente estdvel e a funcio
custo definida em (2) satisfaz J < x,Q 'xo para qualquer x¢ € X,. [ |

Frequentemente, os sistemas reais estao sujeitos a perturbacoes externas e ruidos de me-
dida que podem degradar o desempenho do sistema. Existem, na pratica, varias formas de
perturbacoes e ruidos, como, por exemplo, forca da gravidade, pressao atmosférica, ventos,
interferéncia eletromagnética, etc. Estas entradas nao controlaveis podem ser modeladas
por diferentes tipos de sinais. Para perturbacgoes de curta duragao no tempo, por exemplo,
pode-se utilizar o impulso como modelo para tal classe de sinais. Da mesma forma, sinais
praticamente constantes (lentos) podem ser modelados pela fun¢io degrau. Equivalente-
mente, outras formas de entradas sao modeladas por sinais normalmente utilizados na teoria
de controle (sinais senoidais, ruido branco, etc.).

Portanto, para sistemas sujeitos a perturbagoes externas deve-se minimizar de alguma
maneira a influéncia destes sinais nas saidas de interesse do sistema através de uma adequada
lei de controle. Nas préximas secoes serao considerados os projetos de controladores que
atendam especificacoes de controle em termos das normas Hs e H., de sistemas como forma
de minimizar o problema de rejeicao de perturbacoes.
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